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Par gramatu

Gramatas pamata ir MATLAB lietojums (tiek pienemts, ka lasitajs zina MATLAB valodas pamatus, un gra-
mata ir aplakotas MATLAB komandas, kuras lieto kursa “Skaitliskas metodes”). Lai vienkarsotu darbu ar gra-
matu, iepazistinasim lasitaju ar gramatas struktaru.

Katras nodalas sakuma ir iss teorijas izklasts (uz zila fona).

Péc tam ir apskatiti aprékini MATLAB vidé, izmantojot konkréto skaitlisko metodi. Aplakoti konkréti pie-
meéri ar MATLAB skriptiem. Studenti, kuri lieto RTU portalu Ortus, var izmantot ari MATLAB m-failus (kas
satur visu gramata atrisinato uzdevumu skriptus). Gramata ir atrodami katra atrisinata uzdevuma MATLAB
skripti, turklat ir saglabats veids, ka dazi koda elementi ir redzami MATLAB vidé.

MATLAB skripts ir paradits rami$os.

Matlab skripts ir paradits ramisos,

komentari attéloti zala krasa,

pats skripts un dazas komandas - melna krasa,

bet atseviskas iebuvétas komandas ir paraditas zila krasa.

[ Skripta rezultati redzami zilos ramisSos. ]

[ Galarezultati redzami sarkanos ramisos. ]

Katras nodalas beigas ir virkne uzdevumu pastavigai risinasanai ar atbildém.
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1. nodala

LINEARU VIENADOJUMU
SISTEMAS.
TIESAS METODES
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1.1. Linearas vienadojumu sistémas atrisinajums

Aplikosim n vienadojumu sistému ar m nezinamajiem x,, X5, ..., X,,;:
a;X; + a;pX, + - + ay,%, = by
A% + A%y + o + 4y, X, = b, (1.1)
A Xy + AppXy + - + A, X, = b,

Atzimeésim, ka vispariga gadijjuma vienadojumu skaits # nav vienads ar nezinamo skaitu m.

Skaitlus a;; (i=1,2, ...,n;j = 1,2, ..., m) sauc par sistémas koeficientiem.

Sistému sauc par homogénu, ja visi koeficienti b; (j = 1, 2, ..., n) ir vienadi ar nulli. Pretéja
gadijuma sistému sauc par nehomogénu.

Parrakstisim sistému (1.1) matricu veida

Ax = B, (1.2)
kur
ay m
Aol .
anl anm

X b

Dazos gadijumos ir érti definét n X (m + 1) papladinato matricu A,,,, (augmented matrix)

ayy Gy Ay, by
A =

aug

anl anZ “ 'anm bn

Par linearas sistémas (1.2) atrisindjumu sauc skaitlus x;, x,, ..., x,,,, kas apmierina n vienado-
jumu sistéma. Kas ir zinams par sistémas (1.2) atrisinajumu skaitu?
Ir iespé&jami tikai tris gadijumi:

- viens vienigs atrisinajums;

+ nav atrisinajuma;

« bezgaligi daudz atrisindgjumu.

Lai ilustrétu visus tris gadijumus, aplikosim piemérus.

S . X =3%; =5
Atrisinat vienadojumu sistému
2%, +x, =3
X —3xy =5 |-(—2 —2x, +6x, =—10
Atrisingjums.{ 2 ( ) = + ! 2 >x, =2
2x,+x, =3 2x,+x, =3

Xy =-7 > x,=-1

Sareizinot pirmo vienadojumu ar (-2) un saskaitot iegiito vienadojumu ar otro vienado-
jumu sistéma, iegastam 7x, = -7, tadéjadi x, = -1. Izmantojot pirmo vienadojumu, iegiistam
x,=5+3-(-1)=2. Tas nozimé, ka linearu vienadojumu sistémai ir viens vienigs atrisina-
jums x; =2, x,=-1.

Skaitliskas metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins



LINEARU VIENADOJUMU SISTEMAS. TIESAS METODES 9

X, —3x, =5

Atrisinat vienadojumu sistému
2x, —6x, =7

X, —3x, =5

Atrisinajums.
2x, —6x, =7

(-2) —2x, +6x, =—10
+
2x, —6x, =7

0#-3 = sistémai nav atrisinajuma

Sareizinot pirmo vienadojumu ar (-2) un saskaitot ieglito vienadojumu ar otro vienadojumu
sistéma, iegiistam 0=-3. Ta ka §1 vienadiba nav iesp&jama, sistémai nav atrisinajuma.

X, —3x, =5
2x, —6x, =10

Atrisinat vienadojumu sistému {

X, —3x, =5

Atrisinajums.
{le —6x, =10

. X —3%, =5 _,  sistémai ir bezgaligi daudz
32 X, —3x, =5 atrisinajumu

Dalot otro vienadojumu ar 2, iegiistam x; —3x,=>5. Sis vienadojums pilniba sakrit ar pirmo
vienadojumu sistéma. Tas nozimé, ka sistéma ir tikai viens neatkarigais vienadojums. Svit-
rojot no sistémas otro vienadojumu, iegistam vienu vienadojumu ar diviem nezinamajiem:
X, - 3x,=>5. Atrisindjumu var uzrakstit $ada veida

X1=3x,+5,

kur x, ir jebkurs reals skaitlis.
Tadéjadi sistémai ir bezgaligi daudz atrisinajumu.

Sistemas (1.2) atrisinajumu metodes var sadalit divas grupas:
- tieSas metodes
. iteraciju metodes.

Izmantojot tieSo metodi, sistémas (1.2) atrisinajumu iegaistam, izmantojot galigo aritmétisko
un logisko operaciju skaitu.

Iteraciju metodém situacija atskiras. Saja gadijuma més konstruésim tuvinajumus sistémas
(1.2) atrisinajumam. Iteraciju skaits, kas ir nepiecieSams, lai iegaitu atrisinajumu ar konkréto
precizitati, nav ieprieks zinams. Turklat iteraciju metode var konvergét vai divergét, tapéc ir
svarigi zinat $Is metodes konvergences nosacijumus.

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins
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1.2. Gausa metode

Saksim analizi ar tie$ajam metodém. Viena no vispopularakajam linearu vienadojumu sis-
tému risinasanas metodém ir Gausa metode.

Gausa metode jeb nezinamo izslégsanas metode sastav no diviem posmiem. Pirmaja posma
sistémas paplasinatas matricas struktara tiek vienkarsota, izmantojot elementarus parveido-
jumus ar rindam. Sistémas atrisinajumu iegtist otraja soli.

Ta ka Gausa metode ir detalizéti aplakota matematikas kursa, ilustrésim risinasanas procesu
ar pieméru gadjjumam, kad vienadojumu sistémai ir viens vienigs atrisinajums.

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi.
X, —2%, +3x3 =2
2x) + X, —2x53 =2
3%, +4x, +x3 =—6
Atrisingjums. Sistémas paplasinata matrica ir:
1-23 2
Agg=|21-22
34 1-6
Atzimésim, ka eksisté viens pret vienu atbilstiba starp linearo vienadojumu sistému un
paplasinatas matricas struktiru. Risina$anas metodi parasti ilustré, izmantojot elementarus
parveidojumus ar paplasinatas matricas rindam. Pirmkart, atnpemsim no paplasinatas mat-

ricas A, otras rindas pirmo rindu, kas ir ieprieks sareizinata ar 2. Analogiski atnemsim no

matricas A,,, tresas rindas pirmo rindu, kas ir ieprieks sareizinata ar 3.

Rezultats ir

1-23 2 1-23 2

21-22 ~|05-8-2

34 1 —6)r2r |010-8-12
R,—3R,

Otrkart, ir jadabt nulle otraja kolonna zem elementa d,, = 5. Atnemot no iegiitas matricas
tresas rindas otro rindu, kas ir ieprieks sareizinata ar 2, iegistam

1-23 2 1-23 2

05-8-2 ~05—-8-2

010-8-12 00 8 -8
R,—2R,

Tagad uzrakstisim linearo vienadojumu sistému, kas atbilst parveidotajai paplasinatajai
matricai:
X, —2%, +3x3 =2
5%, —8x3 =2
8x, =—8
Ta ka jegutas sistémas koeficientu matrica ir augséja trisstirveida matrica, atrisinajumu iegi-
sim, sakot ar pédéjo vienadojumu sistéma: 8x;=-8 (> x;) =-1. Atrisinot otro vienadojumu,
iegustam:
-2-8
5%, =—2+8x5 —> X, =T=—2.
Nezinamo x, atrodam, izmantojot sistémas pirmo vienadojumu:
X1=2%,-3x3+2 > x,=2-(-2)-3-(-1)+2=1.

Tadéjadi sistémai ir viens vienigs atrisindgjums x; =1, x,=-2, x3=-1.

Skaitliskas metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins
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1.3. Aprekini MATLAB vide. Gausa metode

Aplakosim $is procediras realizaciju MATLAB vidé. Pirmkart, MATLAB var izmantot, lai
parveidotu konkréto paplasinato matricu par matricu speciala forma (ta saucamaja reduced
row echelon forma).

Matricu reduced row echelon forma var aprakstit sadi:
- visas rindas, kas satur tikai nulles, atrodas matricas apakséja dala;
« pirmais nenulles elements katra rinda ir 1 (a leading 1);
. visi paréjie elementi kolonna, kas satur a leading 1, ir vienadi ar nulli;
« pienemsim, ka kada rinda satur a leading 1. Tad leading 1 visas citas rindas zem kon-
krétas rindas atrodas pa labi no leading 1 konkrétaja rinda.

Lai parveidotu paplasinato matricu reduced row echelon forma, izmanto MATLAB komandu
rref.

Komanda rref parveido paplasinato matricu

rref(Aaug) Agug reduced row echelon forma:

rref > reduced row echelon form

Komanda fprintf formaté datus saskana ar
fprintf('formatSpec', A;,..,A,) |specifikiciju 'formatSpec'. Formatésana
attiecas uz visiem elementiem A, ..., A

n*

Atrisinat sistému, izmantojot Gausa metodi:
2%, +2%, —x3+x, =4
4x, +3x, — X3 +2x, =6
8x, +5x, —3x5+4x, =12
3x,+3x, —2x3+2x, =6

AtrisinGjums. Definésim koeficientu

matricu A un brivo

[ %)

%% 1.5. piemérs. Gausa metode

koeficientu matricu B
clc, clearvars, format compact }

A=1(2,2,-1,1;4,3,-1,2;8,5,-3,4;3,3,-2,2]; (SIStemaSIabOpuSI)

B [4;6;12;6];
[row,col] = size (A)
Aaug = [A B];

A rank = rank(A)

Aaug rank = rank (Aaug)
sol = rref (Aaug)

o

divu matricu apvienojums
matricas rangs
paplasinatas matricas rangs
Ctrl+Enter

o o°

oe

MATLAB komanda size (A) nosaka matricas A rindu skaitu (row) un kolonnu skaitu (col).
Papladinata matrica A,,, ir izveidota ka divu matricu A un B apvienojums. Linearo vienado-
jumu sistémas atrisinajums ir ieguts, izmantojot iebavéto komandu rref. Atzimésim, ka sis-

témas papladinata matrica A,,, ir vienigais arguments komanda rref.

Matricas ranga jédzienu biezi izmanto, lai noskaidrotu atrisinajumu skaitu sistéma. Atga-
dinasim, ka matricas rangs ir nenulles rindu skaits matrica. Izmantojot MATLAB skriptu
L.5. pieméram, apzimésim matricas A rangu ar A_rank, papladinatas matricas A,,, rangu ar
Aaug_rank un matricas A kolonnu skaitu ar col.
Jebkurai linearo vienadojumu sistémai ir iespéjami tikai tris gadjjumi:
- viens atrisindgjums - sistéma ir saderiga un noteikta
A_rank = Aaug_rank = col;
+ bezgaligi daudz atrisinajumu > sistéma ir saderiga un nenoteikta
A_rank = Aaug_rank < col;

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins
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- neviena atrisinajuma - sistéma ir nesaderiga
A_rank # Aaug_rank.

Tadéjadi, ja koeficientu matricas un paplasinatas matricas rangi ir vienadi, tad sistéma ir
saderiga. Ja rangi nav vienadi, tad sistéma ir nesaderiga. Saderiga sistéma ir noteikta, ja rangi
sakrit ar matricas A kolonnu skaitu, un nenoteikta, ja matricas A kolonnu skaits ir lielaks
neka matricas A (vai papladinatas matricas A,,,) rangs. Rekomendéjam lasitajam uzrakstit
MATLAB skriptu, kas lauj lietotajam saprast, kada ir konkréta sistéma - saderiga un noteikta,
saderiga un nenoteikta vai nesaderiga.

Péc MATLAB skripta izpildes (sk. 1.5. pieméru) iegistam tabulu:

row = sol =
4 1 0 0 0 1
col = 0 1 0 0 1
4 0 0 1 0 -1
A rank = 0 0 0 1 -1
4
Aaug_rank =
4

% 1.5. pieméra turpinajums

X name = ['x1';"'x2'";"'x3"';"'x4"'];

X value = sol(:,col+l);

disp('Atbilde:")

disp('LVS ir saderiga un noteikta,tai ir viens vienligs atrisinajums')
solution = table (X name,X value)

Rezultati ir paraditi tabula.

'e A

Atbilde:
LVS ir saderiga un noteikta,tai ir viens vienigs atrisinajums
solution =

X name X value
x1 1
x2 1
x3 -1
x4 -1

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Atbildi dot decimal-
dalskaitlu forma un parasto dalu forma:

3x —5x, +2x5 +4x, =2
7x, —4x, +X3+3x, =5
5%, +7x, —4x; —6x, =3

AtrisinGjums.

%% 1.6. piemérs. Gausa metode
clc, clearvars, format compact

A = [3,-5,2,4;7,-4,1,3;5,7,-4,-61; B = [2;5;3]; [row,col] = size(A)

Aaug = [A B]; A rank = rank(A), Aaug rank = rank (Aaug)

sol numval = rref (Raug) % decimaldalskaitlu forma

sol exval = sym(sol numval) % parasta dalskaitla forma (simboliska veida)

% Ctrl+Enter

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins
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Izmantojot komandu sym, iegtistam paplasinato matricu simboliska veida.

sol exval =

row = sol numval =
3 1.0000 0 -0.1304 -0.0435 0
col = 0 1.0000 -0.4783 -0.8261 0
4 0 0 0 0 1.0000
A rank =
2
Aaug_rank =
3

[ 1, 0, -3/23, -1/23, 0]
[ 0, 1, -11/23, -19/23, 0]
[0, 0, 0, 0, 1] 0#1

® Nav atrisinajuma

Atgadinasim, ka katrai paplasinatas matricas rindai atbilst vienadojums

linearo vienadojumu

sistéma. Tas nozimé, ka parveidotas paplasinatas matricas pédéjai rindai atbilst vienadojums
0=1. Ta ka tas nav iespéjams, sistémai nav atrisinajuma. Konstatéjot, ka koeficientu matricas
un paplasinatas matricas rangi nav vienadi, var nonakt pie ta pasa secinajuma.

% 1.6. pieméra turpinajums
disp ('Atbilde:")

disp('LVS ir nesaderiga (nav atrisinajuma)')

~

Atbilde:
LVS ir nesaderiga (nav atrisinajuma)

\

Atrast sistémas visparigo atrisinajumu, izmantojot Gausa metodi:

9x, —3x, +5x; +6x, =4
6x, —2x, +3x;+x, =5
3x, —x, +3x; +14x, =8

Atrisinajums.

%% 1.7. piemérs. Gausa metode

clc, clearvars, format compact
A=19,-3,5,6;6,-2,3,1;3,-1,3,1471;
B = [4;5;-8]; RAaug = [A B];
[row,col] = size (A)
A rank = rank(A),Aaug rank = rank (Aaug)
sol = sym(rref (Raug)) % Ctrl+Enter
row =

3
col =

4
A rank =

2
Aaug_rank =

2
sol =
[1, -1/3, 0, -13/3, 13/3]
[ ol ol 1! 91 _7]
[0, 0, 0, o, 0]
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Sistéma ir saderiga (koeficientu matricas un paplasinatas matricas rangi ir vienadi), bet papla-
$inatas matricas rangs ir mazaks neka vienadojumu skaits sistéma. Tas nozimé, ka sistémai ir
bezgaligi daudz atrisindjumu. Lai konstruétu sistémas visparigo atrisindjumu, katru vienado-
jumu sistéma atrisinasim attieciba pret nezinamo, kas satur a leading 1. Rezultats ir:

% 1.7. pieméra turpinajums
syms x2 x4, X gen = sol(:,5)-sol(:,4).*x4-s0l(:,2).*x2 % Ctrl+Enter

Visparigais atrisinajums ir

X gen =
x2/3 + (13*x4)/3 + 13/3
- 9*x4 - 7
0

% 1.7. pieméra turpinajums

disp ('Atbilde:")

disp('LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu) ')
fprintf('xl = %s, x3 = %s; \n', X gen(1l:2))

fprintf ('x2 un x4 - jebkuri reali skaitli\n')

Atbilde:
LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu)
x1l = x2/3 + (13*x4)/3 + 13/3, x3 = - 9*x4 - 7;

x2 un x4 - jebkuri reali skaitli

Atrisinat sistému, izmantojot Gausa metodi. Atrast koeficientu matricas deter-
minantu un inverso matricu.

2x, +3x, +11x;3+5x, =2
X+ X, +5x5+2x, =1

2x; +x, +3x3+2x, =3
X +x, +3x5+4x, =3

Atrisindjums.

%% 1.8. piemérs. Gausa metode

clc, clearvars, format compact

A= 1[2,3,11,5;1,1,5,2;2,1,3,2;1,1,3,4];

B = [2;1;-3;-3]; Aaug = [A B]; [row,col] = size(A)
A rank = rank(A), Aaug rank = rank(Aaug)

- )
sol = rref(Aaug), A det = det(A), A inv = inv(A) % Ctrl+Enter

Lai aprékinatu matricas determinantu un inverso matricu, izmanto MATLAB iebuvétas
komandas det un inwv.

row = sol =
4 1 0 0 0 -2
col = 0 1 0 0 0
4 0 0 1 0 1
A rank = 0 0 0 1 -1
4 A det =
Aaug_rank = 14
4 A inv =

-0.2857 0.2857 0.7143 -0.1429
1.2857 -2.7857 0.2857 -0.3571
-0.1429 0.6429 -0.1429 -0.0714
-0.1429 0.1429 -0.1429 0.4286
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% 1.8. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")
disp('LVS ir saderiga un noteikta (viens vienigs atrisin&jums) ')

mas(:,1) = sym('x",[1 4]); mas(:,2) = sol(:,col+l);
for i = 1l:col

fprintf (' %s = %s \n',mas(i,1),mas(i,2))
end
fprintf('matricas determinants = %.f\n',A det)
Atbilde:

LVS ir saderiga un noteikta (viens vienigs atrisinajums)
x1l = -2

x2 =0
x3 =1
x4 = -1
matricas determinants = 14

Atrisinat vienadojumu sistémas:

4x—z+2y=0 X, +5x, +4x, =1 x=3y+2z=-1
a) 1x+2y+z-1=0 b) <2x, +10x, +8x; =3 C) 1x+9y+6z=3
y—z=-3 3x, +15x, +12x; =5 x+3y+4z=1

AtrisinGjums.

1.9. piemérs ilustré tris iespéjamos gadijumus:
(a) sistémai ir viens vienigs atrisinajums;
(b) sistémai nav atrisinajuma;
(c) sistémai ir bezgaligi daudz atrisindgjumu.

Lai atrisinatu 1.9. pieméra uzdevumus, izmantosim ari komandu linsolve.

Komandu linsolve var izmantot, lai atrisinatu linearu vienado-

linsolve(A,B) . .
jumu sistému Ax = B.

%% 1.9. (a) piemérs
clc, clearvars, format compact

A [4121_1;11211;0111_1};
B = [0; 1; -3]; Raug = [A B];
disp('1.9.(a) piemérs')

A rank = rank(A), Aaug rank = rank (Aaug)
sol = sym(rref (Raug)), sol_l = linsolve (A,B) % Ctrl+Enter

1.9. (a) piemérs 1.9. (b) piemérs 1.9. (c) piemers
A rank = A rank = A rank =
3 1 2
Aaug_rank = Aaug_rank = Aaug_rank =
3 2 2
sol = sol = sol =
[ 1, 0, O, 1] [ 1, 5, 4, 0] [ 1, O, 3, 0]
[ O, 1, 0, -1] [ 0, O, 0, 1] [0, 1, 1/3, 1/3]
[ 0, O, 1, 2] [ 0, O, 0, O] [ 0, O, o, 0]
sol 1 = Warning: Matrix is Warning: Matrix is
1 singular to working singular to working
-1 precision. precision.
2 SOl_l = sol_]_ =
NaN NaN
Inf NaN
-Inf NaN
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Visos gadijumos, lai atrisinatu linearu vienadojumu sistému, izmantojam gan rref, gan ari
linsolve. Abas komandas dod to pasu rezultatu 1.9. (a) pieméra (gadijuma, kad sistémai ir
viens vienigs atrisinajums). Tomér 1insolve dod nepareizu atbildi 1.9. (b) pieméra (sistémai
nav atrisinajuma) un 1.9. (c) pieméra (sistémai ir bezgaligi daudz atrisinajumu).

Piezime. Iesakam izmantot 1insolve tikai tad, kad ir zinams, ka linearu vienadojumu sis-
témai ir viens vienigs atrisindjums. Ja linearu vienadojumu sistémas atrisinajumu skaits nav
ieprieks zinams, tad iesakdm izmantot rref, nevis l1insolve.

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Noteikt visparigo
atrisinajumu un atrast y, ja z=3:

x+2z-3y=1

y+2x—4z-5=0

5x+2z=8+8y

Atrisindjums.

%% 1.10. piemérs. Gausa metode

clc, clearvars, format compact

A= 1[1,-3,2;2,1,-4;5,-8,2]; B = [1;5;8]; RAaug = [A B];
[row,col] = size(A), A rank = rank(A), Aaug rank = rank (Aaug)
sol = sym(rref (Raug)) % Ctrl+Enter

row = sol =
3 [ 1, 0, -10/7, 16/7]
col = [o, 1, -8/7, 3/7]
3 [0, 0, 0, 0]
A rank =
2
Aaug_rank =
2
% 1.10. pieméra turpinajums
syms z
X gen = sol(:,4)-sol(:,3).*z % simboliska izteiksme
X part = subs (X gen,z,3)
y ver = X part(2) % Ctrl+Enter
X gen = y_ver =
(10*z) /7 + 16/7 27/7

(8*z) /7 + 3/7
0

% 1.10. pieméra turpinajums

disp ('Atbilde:")

disp('LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu) ')
fprintf('x = %s, y = %s; \n', X gen(l:2))

fprintf ('kur z-jebkurs readls skaitlis\n\n')

fprintf (' y = $s\n ',y ver)

Atbilde:
LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu)
x = (10*z)/7 + 16/7, y = (8*z)/7 + 3/7;
kur z - jebkursS reals skaitlis

y = 27/7
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1.4. LU metode

Ir zinams, ka linearu vienadojumu sistému (1.2) var atrisinat, izmantojot Gausa metodi.
Ja vienadojumu skaits sistéma ir liels (pieméram, vairaki tiksto$i), Gausa metode klist
neefektiva (ipasi gadijumos, kad ir jarisina vairakas vienadojumu sistémas ar to pasu koefi-
cientu matricu A, bet ar atskirigam brivo koeficientu matricam B). Lai parvarétu $is grutibas,
izmanto metodes, kas balstas uz koeficientu matricas sadalijumu reizinatajos. Citiem vardiem
sakot, koeficientu matricu A uzraksta ka divu matricu reizinajumu, turklat katra reizinataja
struktiira ir vienkar§aka neka matricai A.

Teoréma. Pienemsim, ka visi kvadratiskas m x m matricas A galvenie minori nav vienadi ar
nulli. Tad matricu A var viena vieniga veida uzrakstit ka reizinajumu

A=LU, (1.3)
kur
L ir apakseja trisstiirveida matrica ar kartu m ar vieniniekiem uz galvenas diagonales;
U ir augseja trissturveida matrica ar kartu m ar nenulles elementiem uz galvenas diagonales.
1. piezime. Matricas A galvenie minori ir minori ar kartu 1, 2, ..., m, kas atrodas matricas
kreisaja augséja stari.

2. piezime. Matricas L un U ir

1 0 O
L, 1 0
L, 1 1
I 31 b3
lml lm2 lm3 lm4 1
Uy U Uz Uy .o Uy,
0 Uy Uy Uy ... Uy,
U= 0 0 uyz uy Uz
0 0 0 0 ",

Var pieradit, ka matricu L un U elementus aprékina, izmantojot formulas:
j1
Uy =aj;— Zukiljk jaizj,
k=1
j1
by = = 2 gl |12 1>)
k=1

li=ljai=1,2,...,m
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Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot LU metodi.
2% —xy+x3=4
4%, +3x, —x; =6
3%, +2x, +2x5 =15

Atrisingjums. Pirmkart, atradisim koeficientu matricas A sadalijjumu reizinatajos L un U.
Koeficientu matrica ir

2 -1 1
A=|4 3 -1
3 2 2

Izmantojot formulas matricu L un U elementu aprékinasanai, iegistam

1 0 0 2 -1 1
L=| 2 1 0|, U=/0 5 -3
3/2 7/10 1 0 0 13/5

Vienadojumu sistému parrakstisim $adi:

1 0 0)2 -1 1 X, 4
Ax=LUx=| 2 1 00 5 =3 |x,|=|6 (1.4)
3/2 7/10 1){0 0 13/5){ x; 15

Definésim paligvektoru y, izmantojot formulu
2 -1 1 X A
0 5 =3 |x,[=|» (1.5)
0 0 13/5)( x5 Y3

Parrakstisim vienadojumu (1.4):
1 0 0}y 4
2 1 0y l|=|6
3/2 7/10 1)y, (15

Izmantojot matricu reizinasanas kartulu, iegiistam

3 7
=4, 2y, +y,=6, —y;+—y,+y; =15
N Nt 2)’1 10)’2 Y3

Ieguto sistému var viegli atrisinat. Pirmkart, aprékinasim y,=6-2y, =-2. Nezinamo y; atro-
dam, izmantojot treso vienadojumu:

V3= 15_2)’1 _1)’2 -2
2 10 5
Tadéjadi sistému (1.5) var parrakstit sadi
2 -1 1 X 4
0 5 -3 |x|=| 2

0 0 13/5)\x,) (52/5
no kurienes izriet, ka

2x, =Xy +x3 =4, 5x,—3x;=-2, ?x3 =—

Atrisinot sistému, iegtstam x; =1, x,=2, x3=4.
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1. piezime. Gan Gausa metodi, gan ari LU metodi lieto praksé, izmantojot permutacijas
matricu. Permutacijas ir nepiecieSamas, lai izvairitos no maziem (péc modula) koefi-
cientu matricas elementiem, kas atrodas uz galvenas diagonales. Permutacijas matrica P ir
kvadratiska matrica, kuras viens elements katra rinda un kolonna ir 1, bet paréjie elementi ir
vienadi ar nulli. Pienemsim, ka dazi vienadojumi sistéma (1.2) ir samainiti vietam. So faktu
var aprakstit, izmantojot permutacijas matricu P. Parveidota sistéma ir

PAx=PB (1.6)
2. piezime. Nemot véra, ka PA = LU, vienadojumu (1.6) var parrakstit $adi:
LUx=PB 1.7)

Defingjot paligvektoru y, izmantojot formulu Ux =y, vienadojuma (1.7) atrisinajumu iegiisim,
atrisinot divas linearu vienadojumu sistémas ar trisstrveida matricam:
Ly=PB, Ux=y.

Katru no divam sistémam var efektivi atrisinat (izmantojot 1.11. pieméra risinajumu ka
paraugu).
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1.5. Apréekini MATLAB vidg, izmantojot LU metodi

MATLAB komandu 1u izmanto, lai konstruétu matricas A LU dekompoziciju.

L - apakséja trisstirveida matrica ar vieniniekiem uz galvenas
diagonales

[L,UPI=1u(@) |y _ aug$éja trisstarveida matrica, kurai u;; #0

P - permutacijas matrica

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot LU metodi.
2%+ Xy + X3 =7
X, —4x, +3x; =2
3%, +2x, +2x5 =13

Atrisinajums.

%% 1.12. piemérs. LU dekompozicija
clc, clearvars, format compact

A =12,1,1;1,-4,3;3,2,2]; B = [7;2;13];
ni = fun probl2(A); % parbaude: galvenie minori nav vienddi ar nulli
if ni ==

disp('Vismaz viens no galvenajiem minoriem ir vienads ar nulli')
disp('Atbilde: LU metodi nedrikst izmantot'), return

else
disp('Visi galvenie minori nav vienadi ar nulli')

end

Formulu (1.3) var izmantot ar nosacijumu, ka matricas A galvenie minori nav vienadi ar nulli.
Lai parbauditu o faktu, izmantosim aréjo funkciju fun _ probl2. Ja vismaz viens no gal-
venajiem minoriem ir vienads ar nulli, parametram ni tiek pieskirta vértiba 2, pretéja gadi-
juma ni=l.

% aréja funkcija (1.12. piemérs). LU metode
% parbaude: galvenie minori nav vienadi ar nulli
function ni = fun probl2 (A mat)
ni = 1;
[row,col] = size(A mat);
for i = l:row
if det(A mat(l:1,1:1))~=0
else ni = 2; break
end
end
end

Péc parbaudes linearu vienadojumu sistému risinasim ar LU metodi.

% 1.12. pieméra turpinajums

[L,U,P] = 1lu(h) Ctrl+Enter
Amat = P*L*U; matrica A

Y = linsolve (L, P*B) vai Y=L\ (P*B)
X = U\Y Ctrl+Enter

o0 o° o°

oP
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Y = X = Visi galvenie minori nav vienadi ar nulli
13.0000 1.0000 L =
-2.3333 2.0000 1.0000 0 0
-1.5000 3.0000 0.3333 1.0000 0
0.6667 0.0714 1.0000
U =
3.0000 2.0000 2.0000
0 -4.6667 2.3333
0 0 -0.5000
P =
0 0 1
0 1 0
1 0 0

% 1.12. pieméra turpinajums
disp ('Atbilde:")
fprintf('xl = %$.0f; x2 = $.0f; x3 = %$.0f\n"',X)

's 3

Atbilde:
xl =1; x2 = 2; x3 =3

L J

Piezime. Sakot ar 2016. gada MATLAB versiju, nav jasaglaba funkcija fun _ probl2 atse-
viska m-faila. Funkciju fun _ probl2 var uzrakstit pamatprogrammas beigas.
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1.6. Holecka metode

Pienemsim, ka A ir kvadratiska simetriska pozitivi definéta matrica. Atgadinasim, ka simet-
riskai matricai A=A’, bet pozitivi definétai matricai skalarais reizinajums x” Ax>0 katram
x#0.

Simetrisko pozitivi definéto matricu A var sadalit reizinatajos, izmantojot dekompoziciju

A=LIT, (1.8)

kur tagad nav ierobezojumu attieciba pret elementiem, kas atrodas uz galvenas diagonales.
Metodi (1.8) sauc par Holecka metodi.

Tadeéjadi

a;p G G413 Gy Nm
Ay Gy Gy3 Ay Dm

A= a3 Gz G333 O3y A3m _
aml amZ amS am4 amm
Ly O 0 0 by Ly Ly 1y L
Ly by 0 Ly Ly Iy Lo
Ly Ly L RO

= " (1.9)
ba b bz lpa oo lpy)O O 0 0 ... [

Izmantojot (1.9), ieglistam formulas matricas L elementu aprékinasanai:

by =+ans ljj =

j-1
D .
aj; —les, j=2,3,....,m
s=1

lo=—, j=2,3,...m

k-1
zjk=li{ajk—zzjszksj, bty (929
kk s=1

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Holecka metodi.
4x, +2x, +14x; =14
2x, +17x, —5x5 =—101
14x, —5x, +83x; =155

Atrisingjums. Nav gruti parbaudit, ka koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

Ja matrica ir simetriska, tad ir spéka sakaribas a;=aj; visiem i=1, 2, 3 un j=1, 2, 3. Koefi-

cientu matrica ir

4 2 14
A=|2 17 -5
14 -5 83

Vizuala parbaude rada, ka nosacijumi a;;=aj, ir izpilditi.
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Lai parbauditu, ka konkréta kvadratiska matrica ir pozitivi definéta, izmanto Silvestra
kritériju.

Silvestra kritérijs. Kvadratiska matrica A ir pozitivi definéta tikai tad, kad visi matricas gal-
venie minori ir pozitivi.

Atgadinasim, ka matricas A galvenais minors ar kartu k ir tas kx k apaksmatricas determi-
nants, kas atrodas matricas A kreisaja augséja stari.

Misu pieméra pirmais galvenais minors ir 4>0 (tas ir elements matricas A kreisaja augséja

stari), galvenais minors ar kartu 2 ir

2
7 =4-17-2-2=64>0,

2
un galvenais minors ar kartu 3 ir matricas A determinants:
4 2 14
2 17 -=5/=1600>0.
14 -5 83

Tadéjadi matrica A ir simetriska un pozitivi definéta.

Tas nozimé, ka

l
2 17 5|=|L, L, o0 L, L,
14 -5 83) |\l L, LyJlo 0 L

Matricas L elementi ir:

a 2 a 14
hy=yay =2 Ly=-t=-=1 L="%=—=7,
no 2 no 2
e 1 1
by =\ayp—h, =N17-1=4, I :l_(%z_131121)22(_5_7'1):_3’

22
Ly = a3 — 12 — 2, =4/83-7% —(-3)" =5.

Konstruésim sistému Ly = b:

2 0 0)n 14
1 4 0}y, |=|-101
7 -3 5)y,) | 155
7
Atrisinajums ir y =| =27 |.
5
Pédéja soli atrisinasim sistému Ux = L' x = y:
2 1 7 x 7
0 4 3| x,|=|-27
0 0 5 /(x5 5
3
Atrisinajums ir x =| =6 |.
1
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1.7. Aprékini MATLAB vidée, izmantojot Holecka metodi

MATLAB komandu chol var izmantot, lai istenotu Holecka metodi.

L=chol(A,'lower') L - apakséja trisstarveida matrica

isequal(a,n’) parbaude, vai matrica A ir simetriska: a;=aj;

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Holecka metodi.
X +2x, +6x5 =7
2x,+7x, +3x3 =2
6x, +3x, +64x; =13

Atrisindjums.

%% 1.14. piemérs.Holecka metode
clc, clearvars, format compact
A=11,2,6;2,7,3;6,3,64]; B = [7;2;13];
check = isequal (A,A'"); % parbaude: vai matrica ir simetriska
if check == 0 % check = 1(TRUE) vai check = 0 (FALSE)
disp ('Koeficientu matrica nav simetriska')
disp('Atbilde: Holecka metodi nedrikst izmantot'), return
end
ni = fun probl4 (A); % parbaude: vai matrica ir pozitivi definéta
if ni ==
disp ('Koeficientu matrica nav pozitivi definéta')
disp('Atbilde: Holecka metodi nedrikst izmantot'), return
end
disp ('Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta')

Argjo funkciju izmantosim, lai parbauditu, vai matrica A ir pozitivi definéta.

% aréja funkcija (1.14. piemérs). Holecka metode
% parbaude: vai matrica ir pozitivi definéta

function ni = fun probl4 (A mat)
ni = 1;
[row,col] = size(A mat);
for i = l:row
if det(A mat(1l:1,1:1))>0
else ni = 2; break
end
end
end

% 1.14. pieméra turpinajums

L = chol (A, "lower")

Amat = L*L' % matrica A

Y = L\B % vai Y=linsolve(L,B)
X = L"\Y % vai X=linsolve (L’ ,kY)
% Ctrl+Enter
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Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta Y =

L = 7.0000
1.0000 0 0 -6.9282
2.0000 1.7321 0 -65.0000
6.0000 -5.1962 1.0000 X =

Amat = 795.0000
1.0000 2.0000 6.0000 -199.0000
2.0000 7.0000 3.0000 -65.0000
6.0000 3.0000 64.0000

% 1.14. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")
fprintf ('xl = $.0f; x2 = $.0f; x3 = %.0f\n',X)

Atbilde:
x1l = 795; x2 = -199; x3 = -65
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1.8. QR dekompozicija

QR dekompozicija jeb atstaro$anas metode ari balstas uz kvadratiskas matricas sadalijumu
reizinatajos. Pirmais reizinatajs ir ortogonala matrica Q bet otrais reizinatajs ir auggéja
trisstirveida matrica R (tas ir QR dekompozicijas standarta apziméjums, tapéc nelietojam
ieprieks izmantoto augséjas trisstirveida matricas apziméjumu U).

Matricu Q sauc par ortogonalu, ja jebkuru divu atskirigu kolonnu skalarais reizinajums ir
vienads ar nulli, bet jebkuru divu vienadu kolonnu skalarais reizinajums ir vienads ar 1.

Teoréma. Pienemsim, ka A ir m x m matrica. Ja A nav singulara, tad to var uzrakstit ka reizi-
najumu viena vieniga veida

A=QR, (1.10)
kur
Q ir ortogonala matrica;
R ir augséja trisstirveida matrica.
Izmantojot ortogonalas matricas definiciju, iegistam

QQ"=Q"Q=E, (1.11)

kur E ir m x m vienibas matrica.

No otras puses,

QQ'=Q"'Q=E, (1.12)
kur Q' ir matricas Q inversa matrica. Salidzinot (1.11) un (1.12), ieg@istam vienu no ortogona-
las matricas ipasibam:

Q'=Q" (1.13)
Formulu (1.13) izmanto, lai atrisinatu linearu vienadojumu sistému Ax=b ar QR dekompozi-

cijas metodi: Ax =b — A =QR — QRx =b. Sareizinot iegito vienadojumu ar Q' no kreisas
puses, iegiistam Q'QRx=Q b >Rx=Q b > (izmantojot (1.13)) — Rx = QTb.
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1.9. Aprékini MATLAB vidg,
izmantojot QR dekompozicijas metodi

MATLAB komandu gr izmanto, lai konstruétu konkrétas matricas A QR dekompoziciju.

R — augséja trisstiirveida matrica
[Q,R]=qr(A)

Q - ortogonala matrica

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot QR dekompoziciju.
X +2x, +6x5=7
2%, +7%x, +3x3 =2
6x, +3x, +64x; =13

Atrisinajums.

%% 1.15. piemérs.QR dekompozicija
clc, clearvars, format compact
A= [1,2,6;2,7,3;6,3,64]; B = [7;2;13];
if det(n) ==

disp('Matrica A ir singulara')

disp(' Atbilde: atstaroSanas metodi nedrikst izmantot'), return
end
disp disp('Matrica A ir nesingulara')
[Q,R] = gr(np)
Amat = ..
X = ... ... % Ctrl+Enter

Skripts 1.15. pieméra nav uzrakstits lidz galam. Iesakam lasitajam atrisinat $o uzdevumu,
izmantojot formulas (sk. rindkopu péc formulas (1.13)).

Matrica A ir nesingulara Amat =
Q= 1.0000 2.0000 6.0000
-0.1562 -0.2014 -0.9670 2.0000 7.0000 3.0000
-0.3123 -0.9187 0.2417 6.0000 3.0000 64.0000
-0.9370 0.3398 0.0806 X =
R = 795.0000
-6.4031 -5.3099 -61.8448 -199.0000
0 -5.8142 17.7824 -65.0000
0 0 0.0806 -

% 1.15. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")
fprintf (' x1 = %.0f; x2 = %$.0f; x3 = %.0f\n',X)

'e A

Atbilde:
x1l = 795; x2 = -199; x3 = -65
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1.10. Faktorizacijas metode

Apliakosim linearu sistému (1.2). Pienemsim, ka kvadratiska koeficientu matrica ir liela
un satur daudz nullu, turklat nulles elementi matrica atrodas noteikta kartiba. Konkrétak
aplakosim gadijumu, kad nenulles elementi atrodas uz galvenas diagonales un uz divam
blakus diagonilém (virs galvenas diagoniles un zem galvenas diagonales). Sadu matricu
sauc par trisdiagonalu. Trisdiagonalas matricas biezi rodas, risinot ar rezgu metodi otras
kartas parastu diferencialvienadojumu robezproblémas. Gausa izslégsanas metodi trisdia-
gonalam matricam sauc par faktorizacijas metodi. Sis metodes autors ir britu matematikis
L. H. Thomas.

Linearu vienadojumu sistému trisdiagonalam matricam parasti pieraksta sadi:

a;x;_, —bx;+¢x=d;, i=12,.,n, a,=c,=0. (1.14)

Gausa metodes pirmais solis (koeficientu matricas reducésana uz trisstarveida matricu) vie-
nadojumu sistémai (1.14) atbilst mainigo a; izslég$anai. Ja pirmais solis ir pabeigts, tad katrs
vienadojums sistéma satur ne vairak ka divus nezinamos x; un x;, ;.

Atrisinot katru vienadojumu attieciba pret x;, iegistam

%; =& X tMiyppi =mn—1...,1. (1.15)

Vienadojumu (1.15) var parrakstit $adi (mainot indeksu i uz i—1):
X =&x; (1.16)

Ievietosim formulu (1.16) vienadojuma (1.14):
a; (&% +m;) = byx; + %, =4, (1.17)

Vienadojumu (1.17) parveidosim $adi

c an. —d.

e =————0l h i 4 (1.18)
b —a;g; b —ag;

Salidzinot (1.15) un (1.18), iegastam divas rekurentas formulas koeficientu §;,.; un n;,,

noteiksanai:

S G g (1.19)
b —a;g; b, —a;;

Lai saktu aprékinus ar formulu (1.19), ir japieskir sakuma vértibas koeficientiem &; un n;.
levietojot i=1 formula (1.19), redzam, ka &, un n, paradas ka reizinataji pie koeficienta a,,
kur$ ir vienads ar nulli (sk. (1.14)). Tadéjadi vertibas & un 1, var but patvaligas, pieméram,
var pienemt, ka & =n;=0. Analogiski, lai saktu aprékinus ar formulu (1.15), ir jazina para-
metra §,,; sakuma veértiba. Ievietojot i=n formula (1.19), redzam, ka §,, , ir proporcionals
koeficientam c,, kur§ ir vienads ar nulli (sk. (1.14)). Tadéjadi var pienemt ka §,,, ; =0.

B =

> My =

Turpmak sniegts iss faktorizacijas metodes apraksts.

1. solis. Izmantojot sakuma veértibas §, =n, =0, aprékinat §; un n; ar formulu (1.19), kur i=1, 2,
o M

2. solis. Izmantojot sakuma vértibu §,, ; =0, aprékinat x;, i=n, n—1, ..., 1 ar formulu (1.15).
Var pieradit, ka faktorizacijas metode” ir stabila attieciba pret noapalosanas kliadam, ja ir
spéka nosacijumi

B3] =i +ci
visiem i=1, 2, ..., n un vismaz vienam indeksam i ir pareiza nevienadiba

163 > |a;] + e
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Koeficientu matricas elementi shematiski paraditi tabula:

ar =4, ay=<b, ay3="0Cy 0
0 azp =43 a33==b; a3y =0Cs
c(i)
0 0 ay3=04 ay==b,
; b(i
a6) (@)

*Thomas, L. H. Elliptic problems in linear differential equations over a network. Watson Sci. Com-
put. Lab Report, Columbia University, New York, 1949.
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1.11. Aprékini MATLAB vidé, izmantojot faktorizacijas
metodi

Atrisinat sistému, izmantojot faktorizacijas metodi.
—5x,+x, =1
2x, —6x, +3x53 =7
X, =9x3+4x, =2
4x,—6x, =9
Atrisinajums.
Saja pieméra vienadojumu sistéma satur cetrus nezinamos. Bitu vélams modificét skriptu ta,
lai to izmantotu vienadojumu sistémam ar trisdiagonalo matricu gadijuma, kad vienadojumu

skaits sistéma ir 7. Iesakam lasitajam modificét skriptu (nemot véra informaciju taisnstari).
Parametri, kas jamaina, ir iekrasoti sarkana krasa.

%% 1.16. piemérs. Faktorizacijas metode n = length(a); n elem =n+l;
clc, clearvars, format compact A -
a=[0214]: b= [-5-6 -9 -6].%(-1); ksi =zeros(l,n_elem);...
c=[1340]; d= [1;7:;:=2;
ksi =zeros (1, eta =zeros(1,5): [ &120,(2"“:0,1]1:0 }
for i = 1:4 ‘ ¢
ksi(i+1) =c(i)/(b(i)-a(i)*ksi(i)); | E—‘iﬂzb,_—a,g
1 121
am; —d;
eta(i+1) =(a(i)*eta(i)-d(i))/(b(i)-a(i)*ksi(i)); ni+1=m
end 1 121
X (4) =eta(5); % aprékinat x ( X, =My
for i = 3:-1:1
X (1) =ksi(i+l)*X(i+1l)+eta(i+l); { xizzéﬂle1+ThH J
end
X % Ctrl+Enter

X =

-0.5626 -1.8131 -0.9179 -2.1119 ]

Argjo funkciju izmantosim, lai parbauditu metodes stabilitati.

% 1.16. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:'"), disp('Atrisinajums ="), disp(X)
fun problé6(a,b,c) % parbaude: Faktorizacijas metode ir stabila

[

% aréja funkcija (1.16. piemérs). Faktorizacijas metode
function fun problé6(a el,b el,c el)
n = length(a el);

for i = 1l:n
if abs(b el(i)) < ( abs(a el (i))+abs(c_el(i)) )
disp ('Faktorizacijas metode nav stabila'), return
end
end
disp('Faktorizacijas metode ir stabila')
end
Atbilde:
Atrisinajums =

-0.5626 -1.8131 -0.9179 -2.1119
Faktorizacijas metode ir stabila
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BV SN Atrisinat sistému, izmantojot faktorizacijas metodi.
=3x,+x, =1

X, =3x, +x5 =1

X, =3x;+x, =1

X3 —3x, x5 =1

x4 —3x5 =1

Atrisinajums.

%% 1.17. piemérs. Faktorizacijas metode
clc, clearvars, format
a =ones (1l,5)7; rindas matrica ar vieniniekiem
b(l,1:5) =-3.*(-1); ¢ =ones(1,5);
d =ones (5,1); % kolonnas matrica ar vieniniekiem
a(l)y =0; c(5) =0;
ksi =zeros(1l,6); eta =zeros(l,6);
for i = 1:5

ksi(i+1) =c(i)/(b(i)-a(i)*ksi(i));

eta (i+l) =(a(i)*eta(i)-d(i))/(b(i)-a(i)*ksi(i));

end
X (5) =eta(6); % aprékinat x X, =My
for i = 4:-1:1
X (1) =ksi(i+l)*X(i+1)+eta (i+1); [xizai+1xi+l+ni+l }
end

X % Ctrl+Enter

Saja pieméra ari ir vélams parrakstit skriptu ta, lai bitu értak risinat vienadojumu sistému ar
patvaligu nezinamo skaitu .

X =
-0.6111 -0.8333 -0.8889 -0.8333 -0.6111

% 1.17. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:'"), disp('Atrisinajums ='"), disp(X)
fun problé6(a,b,c) % parbaude: Faktorizacijas metode ir stabila

( \

Atbilde:
Atrisinajums =
-0.6111 -0.8333 -0.8889 -0.8333 -0.6111
Faktorizacijas metode ir stabila
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B UZDEVUMI PATSTAVIGAI RISINASANAI

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi.
3x—y+4z=-3
2x+3y+z=5
x—5y—-3z=3

A rank =
3

Aaug_rank =
3

sol =
1 0 0 2
0
0 0 1 -2

[
o
[

-

Atbilde:

LVS ir saderiga un noteikta (viens vienigs atrisinajums)
solution =

X main X value

x1 2
x2 1
x3 -2

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Noteikt
visparigo atrisinajumu.

3x+4z-y=-1

2x+3y+z=1

7x+6z+5y—-1=0

A rank = sol =
2 [ 1, 0, 13/11, -2/11]
Aaug_rank = [ 0, 1, -5/11, 5/11]
2 [ 0, O, 0, 0]
X gen =

Z (13*z)/11 - 2/11
(5%z) /11 + 5/11

0
Atbilde:
LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu)
x = - (13*z)/11 - 2/11, y = (5*%z)/11 + 5/11; z - jebkur$ redls skaitlis
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Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Noteikt
visparigo atrisinajumu un atrast x;, ja x,=-2.

3%, —3x, +3x; +6x, =6
3%, +6x, —3x3+7x, =1
3%, 9%, +3x5tx, =7

A rank = X gen = X part =
3 5/4 - (7*x4)/4 19/4
Aaug_rank = - (5*x4)/6 - 1/6 3/2
3 7/12 - (13*x4) /12 11/4
sol =
[ 1, 0, O, 7/4, 5/4] xl ver =
[0, 1, O, 5/6, -1/6] 19/4
[ 0, O, 1, 13/12, 7/12]

Atbilde:
LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu)
x1 = 5/4 - (7*x4)/4, x2 = - (5*x4)/6 - 1/6; x3 = 7/12 - (13*x4)/12;

kur x4 - jebkurs reals skaitlis

x1 = 19/4

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Noteikt
visparigo atrisindjumu un atrast x,, ja x3=-1, x,=3.

X +2x,+x,-3x,=5
2x, +x, —2x, +9x, =2
3x,+3x, +6x,—x; =3
4x,+5x,+3x, =8

A rank = sol = X part =
2 [ 1, 0, -5/3, 7, -3] -77/3
RAaug_rank = [ o, 1, 4/3, -5, 4] 61/3
2 [ 0, O, o, 0, 0] 0
[ 0, 0, 0, 0, 0] 0
X gen = x2_ver =
(5*x3) /3 - 7*x4 - 3 61/3
5%x4 - (4*x3)/3 + 4
0
0
Atbilde:

LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu)
x1 = (5*x3)/3 - 7*x4 - 3, x2 = 5*x4 - (4*x3)/3 + 4;
kur x3, x4 - jebkuri readli skaitli

x2 = 61/3
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Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot

a) Gausa metodi;

b) LU dekompoziciju;
¢) Holecka metodi;
d) QR dekompoziciju;

e) atrast koeficientu matricas determinantu un inverso matricu.
4x, +4x, +5x5+5x, =0

2x, +3x3—x, =10

X, +Xx, —5x5 =—10

3x, +2x5 =1
a) Gausa metode.
A rank =
4
Aaug_rank =
4
sol =
1 0 0 0 1
0 1 0 0 -1
0 0 1 0 2
0 0 0 1 -2
Atbilde:
LVS ir saderiga un noteikta (viens vienigs atrisinajums)
x1 =1, x2 =-1, x3 =2, x4 = -2

b) LU dekompozicija.

Y = Visi galvenie minori nav vienadi ar nulli
0 L =
1.0000 1.0000 0 0 0
-10.0000 0 1.0000 0 0
7.7333 0.2500 0 1.0000 0
X = 0.5000 -0.6667 -0.2933 1.0000
1.0000 U =
-1.0000 4.0000 4.0000 5.0000 5.0000
2.0000 0 3.0000 2.0000 0
-2.0000 0 0 -6.2500 -1.2500
0 0 0 -3.8667
P =
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
Atbilde:
x1 =1, x2 = -1, x3 =2, x4 = -2

¢) Holecka metode.

Atbilde: Holecka metodi nedrikst izmantot.

[ Koeficientu matrica nav simetriska.
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d) QR dekompozicija.

Matrica A ir nesingulara X =
Q = 1.0000
-0.8729 0.2178 0.1177 -0.4205 -1.0000
-0.4364 -0.4628 0.2397 0.7334 2.0000
-0.2182 0.0544 -0.9503 0.2151 -2.0000
0 0.8576 0.1598 0.4889
R =
-4.5826 -3.7097 -4.5826 -3.9279
0 3.4983 1.1434 1.5518
0 0 6.3791 0.3489
0 0 0 -2.8358
Atbilde:
xl1 =1, x2 =-1, x3 =2, x4 = -2

e) Atrast koeficientu matricas determinantu un inverso matricu.

A det =
-290
A inv =
0.0586 0.2931 0.1793 -0.1379
-0.0069 -0.0345 0.0966 0.3103
0.0103 0.0517 -0.1448 0.0345
0.1483 -0.2586 -0.0759 -0.1724

-

Atbilde:
matricas determinants = -290

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot LU dekompoziciju.
3%, +x3 =3
X, +4x, +5x; =1
3%, +2x, —6x; =2

Vismaz viens no galvenajiem minoriem ir vienads ar nulli.
Atbilde: LU dekompozicijas metodi nedrikst izmantot.

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Atrast koe-
ficientu matricas determinantu un inverso matricu.

2x,—x, =0
X, —X3+2x,+2=0
X3 +x,+5=0
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A rank = A det =
3 7
Aaug_rank = A inv =
3 0.4286 0.1429 0.1429
sol = -0.1429 0.2857 0.2857
1 0 0 -1 0.1429 -0.2857 0.7143
0 1 0 -2
0 0 1 -3
Atbilde:
LVS ir saderiga un noteikta (viens vienigs atrisinajums)
xl =-1, x2 = -2, x3 = -3
matricas determinants = 7

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Atrast sis-
témas visparigo atrisinajumu.

X +x, +3x3—2x, —3x5; =0

—Xy +4x5 —6X; =3

—14x5+5x, +19x; =10

A rank =
3
Aaug_rank =
3
sol = X gen =
[ 1, 0, O, 1/2, 1/2, 2] 2 - x5/2 - x4/2
[o, 1, o, -10/7, 4/7, 1/7] (10*x4) /7 - (4*x5)/7 + 1/7
[0, O, 1, -5/14, -19/14, -5/7] (5*x4) /14 + (19*x5)/14 - 5/7
Atbilde:

LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu)
x1 2 - x5/2 - x4/2, x2 = (10*x4)/7 - (4*x5)/7 + 1/7,
x3 (5*x4) /14 + (19*x5)/14 - 5/7; kur x4, x5 - jebkuri redli skaitli

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi.
Xy +2x3—Xx, =2
2x) —3%, +2x5 =2
2x, —4x, +x, =3

5%, —2x; —3x; +3x, =1

A rank = sol =
3 [ 1, 0, 0, 5/2, 0]
Aaug_rank = [ 0, 1, O, 1, 0]
4 [ 0, O, 1, -1, 0]
[ 0, O, O, 0, 1]
Atbilde:

LVS ir nesaderiga (nav atrisinajuma)
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RV ETLEN Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Pienemt,
ka x4, x5 ir brivi parametri. Atrast x;, ja x,=-2, x5=-1.

X+ Xy + X3+ X, +X5=3
X 2%y +2%5 +4x, +2X5 =5
X +2%, +3x3—x, +3x5; =6

A rank = X gen = x3_ver =
3 2*x4 + 1 -8
Aaug_rank = 1 - 8*x4
3 5*x4 - x5 + 1
sol = X part =
[1, 0, O, -2, O, 1] -3
[oO,1, 0, 8, 0, 1] 17
[0, 0,1, -5, 1, 1] -8
Atbilde:
LVS ir saderiga un nenoteikta (bezgaligi daudz atrisinajumu)
x1l = 2*x4 + 1, x2 =1 - 8*x4; x3 = 5*x4 - x5 + 1;
kur x4, x5 - jebkuri reali skaitli
x3 = -8

RINTEIAER Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Noteikt visparigo
atrisinajumu un atrast x;, ja x3=4.5; x,=-1.2.

X, —4x, +3x;-2x, =3
2x3 —3xy —Xx; +5x, =1
7xy —5x3—3x, =—4

2% =Xy +X3—7x, =2

A rank = X gen = xl _ver =
2 (26*x4) /7 - x3/7 + 5/7 -307/70

RAaug_rank = (5*x3) /7 + (3*x4)/7 - 4/7
2 0

sol = 0

[1, 0, 1/7, -26/7, 5/7] X part =

[ o, 1, -5/7, -3/7, -4/7] -307/70

[ 0, O, 0, 0, 0] 149/70

[ 0, O, 0, 0, 0] 0

0

Atbilde:
LVS ir saderiga un nenoteikta(bezgaligi daudz atrisinajumu)
x1 = (26*x4)/7 - x3/7 + 5/7, x2 = (5*x3)/7 + (3*x4)/7 - 4/7;
kur x3, x4 - jebkuri redli skaitli

x1 = -307/70

(R RTL I FN Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot Gausa metodi. Noteikt visparigo
atrisinajumu un atrast x,, ja x3=-2.6, x,=3.2.

2%, + X, —2X3+5x, =2
3x,—x, —5x;+4x, =4
4x,+x,—7x;+9x, =6

2x, —3x, —3x3 —x, =2
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A rank = X gen = x2_ver =
2 12*x3/7 - 13*x4/7 + 10/7 -179/35
RAaug_rank = x3/7 - 11*x4/7 + 2/7
2 0
sol = 0
[ 1, 0, -12/7, 13/7, 10/7] X part =
[o, 1, -1/7, 11/7, 2/7] -314/35
[ 0, O, o, o, 0] -179/35
[ 0, O, o, o, 0] 0
0
Atbilde:
LVS ir saderiga un nenoteikta(bezgaligi daudz atrisinajumu)
x1 = (12*x3)/7 - (13*x4)/7 + 10/7, x2 = x3/7 - (11*x4)/7 + 2/7;
kur x3, x4 - jebkuri reali skaitli
x2 = -179/35

(RERVT YL Atrisinat sistému, izmantojot faktorizacijas metodi, ja a) n = 20; b) n = 100.
=3x,+x, =1

a)n=20

X sol =
-0.6180
-0.8541
-0.9443
-0.9787
-0.9919
-0.9969
-0.9988
-0.9995
-0.9998
-0.9999
-0.9999
-0.9998
-0.9995
-0.9988
-0.9969
-0.9919
-0.9787
-0.9443
-0.8541
-0.6180

X —3x, +x5 =1

Xy =3x3+x, =1

X

n

5, =3x, +x, =1

X, —3x, =1

~

Atbilde: A(20X20)
Atrisinajums =

[-0.6180,-0.8541, ...
Faktorizacijas metode ir stabila.

-0.8541,-0.6180]
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b) n=100:

X sol = ... e
-0.6180 -1.0000
-0.8541 -1.0000
-0.9443 -1.0000
-0.9787 -1.0000
-0.9919 -1.0000
-0.9969 -0.9999
-0.9988 -0.9998
-0.9995 -0.9995
-0.9998 -0.9988
-0.9999 -0.9969
-1.0000 -0.9919
-1.0000 -0.9787

-0.9443
-0.8541
-0.6180

Atbilde: A(100X100)
Atrisindjums = [ -0.6180, -0.8541,... -0.8541, -0.6180]
Faktorizacijas metode ir stabila.

Atrisinat sistému, izmantojot faktorizacijas metodi.
—4x, +2x, =3

3x, —4x, +2x3 =3

3x, —4x;+2x, =3

3x3—4x, +2x; =3

3%19—4x,, =3

X sol =
5.5725
12.6449
18.4311
19.3949
12.6431
-2.3061
-22.0769
-39.1947
-43.7740
-27.2559
12.6492
67.6822
117.8906
135.7579
96.1799
-9.7770
-162.3239
-308.4822
-371.9787
-279.7340

-

Atbilde: A(20X20)
Atrisinajums = [5.5725,12.6449,... -371.9787,-279.7340]
Faktorizacijas metode nav stabila.
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2.1. Vektoru un matricu normas

Normas jédzienu izmanto, lai raksturotu attalumu starp vektoriem vai matricam daudz-
dimensiju telpa.
Apliukosim m dimensiju vektoru x=(x; x,... x,,)". Vektora normu apzimeésim sadi: ”x”
Normu definé ka nenegativu skaitli, kam ir spéka ipasibas:

1) ”x” >0 visiem x;

2) ”x” =0 tad un tikai tad, kad x=0

3) Hocx” = |0L|||x|| jebkuram realam skaitlim a

) [+ ] <] <)ol

Vispariga gadijuma vektora L, normu definé péc formulas
1/p

Up e
bl (sl b =[S |
i=1
kur p ir jebkur$ naturals skaitlis.
Biezi izmanto vértibas p=1un p=2.
Tadéjadi
el =l -,

>

I, = 2 + 22 4.t 2.

Definé ari normu L_:

[, = max x|

1<j<m
Pienemsim, ka A ir mxm matrica un x ir jebkur$ vektors ar m komponentém. Aplakosim
patvaligu vektora x normu ||x||

Var pieradit, ka eksisté skaitlis ¢ (kas ir atkarigs no A), ka visiem x ir spéka nevienadiba
x| < el

Ja x#0, tad So nevienadibu var parrakstit $adi

Tadéjadi matricas A norma ir

No $is formulas izriet, ka matricas normas definicija ir atkariga no izvélétas vektora normas.

Var pieradit, ka kvadratiskas m x m matricas A normas L;, L, un L, definé péc formulam:
m

4], = max >[ay],

<i<
sj=mi

Al = s (474).

m
4], = max > Ja,
j=1

1<i<m
kur A, ir maksimala matricas A”A ipasveértiba (ipasvértibas un Ipasvektori definéti naka-
maja sadala).
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2.2.Aprekini MATLAB videg,
lai apréekinatu vektoru un matricu normas

vektora v norma (p = 1, 2,...inf )
norm(v,p)

norm(v,2)=norm(v) - péc noklus¢juma
norm(A,p) matricas A norma (p = 1, 2,...inf )
num2str(skait) parveidot skaitli par simbolu

1

Apreékinat vektora u = : normas ||u|| ’ ||u|| ,un ||u||OO

Atrast matricas A normu ||A|| -

(o]
o O =
W s U1

11

Atrisinajums.

%% 2.1. piemérs. Vektoru un matricu normas

clc, clearvars, format compact

u = [1;4;6;8];
A=1]23,7,-1,2;8,4,3,5;,-6,9,0,4;5,8,11,31;

norm vl = norm(u,1l), norm vZ2 = norm(u,2)

norm vInf = norm(u,inf), norm m2 = norm(A,2)% Ctrl+Enter

norm vl =
19
norm v2 =
10.8167
norm_vInf =
8
norm m2 =
18.6011

% 2.1. pieméra turpinajums

disp('Atbilde:")

fprintf ('vektora norma (p=1

fprintf ('vektora norma (p=2) =
(inf
=2)

|
o°

.1f\n' ,norm vl)
.4f\n' , norm v2)
.1

o°

fprintf ('vektora norma nf) = %.1f\n' , norm vInf)
disp(['matricas norma (p=2) = ' , num2str(norm m2) ])
Atbilde:

vektora norma (p=1) = 19.0

vektora norma (p=2) = 10.8167

vektora norma (inf) = 8.0

matricas norma (p=2) = 18.6011
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2.3. Matricas ipasveértibas un ipasvektori

Apliakosim 7 x n matricu A:

Skaitli A sauc par matricas A Ipasveértibu, ja eksisté vektors x (x # 0), kas apmierina nosacjjumu
Ax =)x.
Vektoru x sauc par matricas A ipasvektoru, kas atbilst ipasvértibai A.
Vienadojumu Ax = Ax var parrakstit $adi
(A-LE)x =0, (2.1
kur E ir nx n vienibas matrica.
Ta ka sistéma (2.1) ir homogéna, netrivials atrisindjums eksisté tikai tad, kad

det(A—AE)=0. (2.2)

Vienadojumu (2.2) sauc par raksturigo vienadojumu. Polinomu p(k) = det(A —\E ) sauc par
matricas A raksturigo polinomu.
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2.4.Aprekini MATLAB vidg, lai apréekinatu
matricas Tpasvértibas un ipasvektorus

Matricas A ipasvértibas ir raksturiga vienadojuma saknes. Matricas Ipasvértibas un ipasvek-
torus aprékina, izmantojot MATLAB funkciju eig(a).

V - matrica, kuras kolonnas veido ipasvektori

[V,D] = eig(a) D - diagonala matrica (ipa$vértibas atrodas uz galvenas
diagonales)

lambda = eig(a) matricas A ipa$veértibas

eigs(a,l) vislielaka matricas A ipasvértiba

Atrast matricas A ipa$vértibas un ipasvektorus.

1 -2 3 -4
37 =8 2
A =
13 -9 0
6 4 10 -3

Atrisinajums.

%% 2.2. piemérs. Matricas ipasSvértibas un ipasSvektori
clc, clearvars, format compact
A=1[1,-2,3,-4;3,7,-8,2;13,5,-9,0;6,4,10,-31;
[V,D] = eig(d)
lambda = eig(A) % vai lambda=diag (D)
vV =
0.2820 + 0.0000i 0.0993 + 0.3293i 0.0993 - 0.3293i 0.4189 + 0.0000i
-0.3673 + 0.0000i -0.0864 + 0.1388i -0.0864 - 0.1388i -0.9044 + 0.0000i
-0.6058 + 0.0000i 0.2940 + 0.3026i 0.2940 - 0.3026i1i 0.0605 + 0.0000i
0.6470 + 0.0000i 0.8228 + 0.0000i 0.8228 + 0.0000i -0.0538 + 0.0000i
D =
-12.0189 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 +
0.0000i1
0.0000 + 0.0000i 0.8770 + 6.7543i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 +
0.0000i1
0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.8770 - 6.7543i 0.0000 +
0.0000i1
0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 0.0000 + 0.0000i 6.2649 +
0.0000i1
lambda =
-12.0189 + 0.0000i
0.8770 + 6.7543i
0.8770 - 6.7543i
6.2649 + 0.0000i1
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2.5. Iterdciju metodes (atrisindjuma vispariga
shema)

Apliakosim m linearu vienadojumu sistému ar m nezinamajiem x;, x5, ..., X,,,, kas ir uzrakstita
matricu veida

Ax = Db, (2.3)
kur
A ir mx m nesingulara matrica;
b ir mx 1 matrica.

Formulésim iteraciju metodes visparigo shému linearu vienadojumu sistémas (2.3)
atrisinasanai.
1. solis. Izvéléties sakuma tuvinajumu x© sistémas (2.3) atrisinajumam. Kladu (jeb nesaisti)
aprékina péc formulas
PO = Ax —p,

2. solis. Definét vektoru virkni
£ = £ (x(”) ) n=0,1,.. 2.4)

kur funkcija fir atkariga no konkrétas metodes izvéles.

3. solis. Parbaudit, vai virkne (2.4) konvergé. Konkrétas iteraciju metodes konvergences nosa-
cljumi parasti ir zinami. Tos var parbaudit, analizéjot matricas A elementus.

4. solis. Atrast atrisindjumu ar noteiktu precizitati. 2. soli atkarto vairakas reizes, kamér
nav sasniegta aprékinu precizitate. Parasti parbauda starpibu starp x*? un x péc
normas:

H ) Ml < g kur i aprékinu precizitate.
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2.6. Jakobi metode

Aplikosim linearu vienadojumu sistému:
ay X +a,%, +...+ay, X, =b
Gy %, +ay%, +...+a,,%x,, =b,

=b

a, 1% +a,,%, +...+4a,,..X,. b

Pienemsim, ka visi matricas A elementi, kas atrodas uz galvenas diagonales, atskiras no
nulles:

a; #0, i=12,...,m.

Parveidosim vienadojumu sistému

1
X = _(bl —appX; —a13X3 _“‘_almxm)
ap
L b
Xy =—(by =Gy % —Gys%y —... =Gy %y, ) (2.5)
as)
Xm = ( m ~ X1~ Gy Xy T '_am,m—lxm—l)
amm

Izmantojot summeésanas simbolu, vienadojumu sistému (2.5) parrakstisim $adi:

1 m
i b= Y ayx; |, i=12...m

x
i j=1, j#i
. 0) (o 0) - - o N
Apzimésim ar x£ ), xg ), o xgn) sakuma tuvinajumu sistémas (2.3) atrisinajumam.
Biezi (ja nekas nav zinams par atrisinajuma struktiiru) par sakuma tuvinajumu pienem nulles
0 .
vektoru: x; ' =0, i=12,...,m.

Izmantojot formulas (2.5), aprékinasim pirmo tuvindjumu atrisinajumam:

1 m
Do § o) 1m12m

aj; j=1,j#i

Analogiski atrodam otro tuvinajumu:
2) 1 < 1 .
xl( It b, - z aijxg- ) , i=12,...,m.
e j=Lj#i
Iteracijas metodi definé péc formulas

(1) _ 1 S )
x,-” =—| b~ Z:a,-jxj}1 , i=12,...mn=0,1,...
a; A~
j=1,j#i
Lai pabeigtu aprékinus, izmanto $adu kritériju:

Hx(”“) —x|<s

kur ¢ ir pietiekami mazs skaitlis.
Pietiekamais konvergences nosacijums (Jakobi metode).
Pienemsim, ka matricas A elementi apmierina nosacjjumu

m
;> S ‘ag‘ visiem i=1,2, ..., m. (2.6)
j=1,j#i
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Tad Jakobi metode konvergé pie jebkura sikuma tuvinajuma. Saja gadijuma saka, ka matrica
A ir ar domingjoso galveno diagonali.

Nosacijuma (2.6) jéga ir $ada: kvadratiskajai matricai A ir dominéjosa galvena diagonale, ja
visiem i=1, 2, ..., m diagonala elementa a;; modulis ir lielaks neka citu koeficientu modulu
summa taja pasa rinda ar numuru i.
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2.7. Aprekini MATLAB vidg, izmantojot Jakobi metodi

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Jakobi metodi.
—4x;+x, +2x5 =2
3%, —7x, +3x5 =29
X, +2x, +5x3 =17
Noskaidrot, vai izpildas konvergences pietiekamais nosacijums.
a) Ja konvergences pietiekamais nosacijums izpildas, atrast atrisindgjumu ar precizitati 10~
un noteikt nepiecieSamo iteraciju skaitu;
b) Ja konvergences pietiekamais nosacijums neizpildas, aprakstit kladas izmainas atka-
riba no iteraciju skaita.

Atrisinajums.

%% 2.3. piemérs.Jakobi metode
clc, clearvars, format compact
A= [-4,1,2;3,-7,3;1,2,51; B = [2;29;17];
if det(A) == 0
disp('Matrica A ir singulara')
disp('Atbilde: Jakobi metodi nedrikst izmantot'), return
end
disp('Matrica A ir nesingulara')
fun prob3(A) % parbaude: Jakobi metode konvergé

Matrica A ir nesingulara.
Izpildas konvergences pietiekamais nosacijums - Jakobi metode
konvergé.

Lai parbauditu, vai Jakobi metode konverge, izmanto aréjo funkciju fun _ prob3.

% aréja funkcija (2.3. piemérs). Jakobi metode
% parbaude: vai Jakobi metode konvergé?
function fun prob3 (A mat)
[row,col] = size(A mat);
for i = l:row
sum =0;
for j = l:col
if i~=j3
sum =sum+abs (A mat (i, ]));
end
end
if abs(A mat(i,i)) <= sum
disp('Neizpildas konvergences pietiekamais nosacijums')

fprintf ('rindas numurs %.0f: --> $.0f < $.0f \n', i,A mat(i,i),sum )
return
end
end
disp('Izpildas konver. pietiekamais nosacijums - Jakobi metode konvergé')
end

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins



LINEARU VIENADOJUMU SISTEMAS. ITERACIJU METODES 49

n = length(B);

X app = zeros(n,1);

% 2.3. pieméra turpinajums (0)

_ . - L x /=0
x app = zeros(3,1); % sakuma tuvinajums
. _ . . e . 0
%ter 0; % 1ter§c%ju_sk§1ts_ N _ X_app = x; ):0
itermax = 20; % maksimalais iteraciju skaits
epsi = 0.001; $ epsi=10~(-3) (aprékinu precizitate) xJO)ZO
errnorm = 1 % kludas norma
prnorm = zeros(l,2); % datu masivs rezultatu saglabasanai
k=1;

Seit ari rekomendéjam veikt izmainas skripta, lai batu vieglak risinat vienadojumu sistémas
ar patvaligo nezinamo skaitu 7.

Q

% 2.3. pieméra turpinajums
while errnorm > epsi && iter < itermax
k = k+1; diter = iter+l;
for 1 = 1:3
res sum = 0; 1 k
for § = 1:3 res_sum = z aijxj()
if j~=i / J=Lj#
res sum =res sum+x app(j,k-1)*A(i,]);
end

for i = 1:n J

n
end X,(km:L bi— Y, a;x(
x app(i,k) =(B(i,1)-res_sum)/A(i,1i); ai; jﬂdiij !
end
errnorm =norm(x_app(:,k)-x app(:,k-1));— (k) (k) (k-1)
prnorm(iter,:) =[iter,errnorm]; e :H){ -X
2 2

end
disp('Iter. numurs Klada')

disp (prnorm)

X _approx = x app(:,k)

x sol = linsolve(A,B) % Ctrl+Enter

D

Iter. numurs Klada X_approx =
1.0000 5.3827 1.0002
2.0000 2.2524 -1.9997
3.0000 1.6995 3.9995
4.0000 0.6978 x_sol =
5.0000 0.4128 1
6.0000 0.2592 -2
7.0000 0.1005 4
8.0000 0.0773 —_—
9.0000 0.0350

10.0000 0.0188
11.0000 0.0125
12.0000 0.0048
13.0000 0.0036
14.0000 0.0017
15.0000 0.0008

% 2.3. pieméra turpinajums

[row,col] = size(prnorm);
disp('Atbilde:")
fprintf('iteraciju skaits = %$.0f -->',prnorm(row,1))

fprintf ('kltda = %.6f\n' ,prnorm(row,2))
fprintf ('x tuvinajumi: { %.4f , $.4f, %.4f }\n',x_approx(:)')

Atbilde:
iterdciju skaits = 15 --> kluada = 0.000849
x_tuvindjumi: { 1.0002 , -1.9997, 3.9995 }
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Ja ir izpilditas 15 iteracijas, tad atrisinajums péc 15 iteracijam atrodas matricas
x _ app(3,16) 16. kolonna.

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot Jakobi metodi, ja n=20. Izpildit
astonas iteracijas. Aprékinat kltidas normu péc tris iteracijam:

5

, kur €9 =x0 - x®.

2
Aprékinat atrisinajuma normu péc astonam iteracijam.
=3x,+x, =1

X =3x, x5 =1

X, =3x3+x, =1

X, 5—3x, ,+x,=1

X, —3x,=1

Atrisindjums.

{ n =20; A =zeros(n,n); }44444444,

%% 2.4. piemérs.Jakobi metode
clc, clearvars, for mpact
A =zeros (20,20); B =ones(20,1);
for i = 1:19

A(i,i) =-3; A(i,i+1l) =1, A(i+1l,1i) =1;
end
A(20,20) =-3;
if det(A) == 0

disp('Matrica A ir singulara')

disp('Atbilde: Jakobi metodi nedrikst izmantot'), return
end
disp('Matrica A ir nesingulara')
fun prob3(A) % parbaude: vai Jakobi metode konvergée?

Matrica A ir nesingulara.
Izpildas konverdences pietiekamais nosacijums - Jakobi metode konvergé.

% 2.4. pieméra turpinajums

x_app = zeros(20,1); itermax = 8; k = 1;
errnorm =1; prnorm =zeros(l,2);
for iter = l:itermax
k = k+1;
for i = 1:20
res sum = 0;
for 7 =1 :20
if J~=1i
res sum = res sum + x app(j,k-1)*A(i,]);
end
end
x app(i,k) =(B(i,1)- res_sum)/A(i,1);
end
errnorm =norm((x_app(:,k)-x app(:,k-1)),2);
prnorm(iter,:) =[iter,errnorm];
end

disp('Iteracijas Kluda')
disp (prnorm)
X _approx = x app(:,k) % Ctrl+Enter
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Iteracijas Kluda X_approx =

1.0000 .4907 -0.6084
.0000 .9558 -0.8360
.0000 .6220 -0.9188
.0000 .4065 -0.9480
.0000 .2663 -0.9573
.0000 .1747 -0.9602
.0000 .1147 -0.9608
.0000 .0754 -0.9610
-0.9610
-0.9610
-0.9610
-0.9610
-0.9610
-0.9608
-0.9602
-0.9573
-0.9480
-0.9188
-0.8360
-0.6084

0o JdJoUldWN
OO0OO0OO0OO0OO0OO0OHR

% 2.4. pieméra turpinajums
epsi3 norm =norm(x app(:,4)-x app(:,3))

[)

X app8 norm =norm(x app(:,9))% Ctrl+Enter

{ S“’:"x“’—x”)ﬂ

epsi3_norm =
0.6220

X app8 norm =
4.0851

x|
PRGOS
x|

Ja ir izpilditas astonas iteracijas, tad atrisinajums péc astopam iteracijam atrodas matricas
x _ app(20,9) 9. kolonna.

% 2.4. pieméra turpinajums
disp ('Atbilde:")

fprintf('iteraciju skaits = %$.0f --> ',prnorm(3,1))
fprintf ('kltda = $.5f\n' ,prnorm(3,2))
disp(['X app8 norm = ',num2str (X app8 norm) ])

disp('x tuvinajumi:"')
fprintf (' $.5f %.5f $.5f %$.5f %.5f\n ',x approx(:))

Atbilde:
iteraciju skaits = 3 --> kluda = 0.62196
X app8 norm = 4.0851
x_tuvinajumi:

-0.60844 -0.83600 -0.91876 -0.94803 -0.95732
-0.96022 -0.96083 -0.96098 -0.96098 -0.96098
-0.96098 -0.96098 -0.96098 -0.96083 -0.96022
-0.95732 -0.94803 -0.91876 -0.83600 -0.60844
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2.8. Vienkarsa iteraciju metode

Aplikosim linearu vienadojumu sistému (2.3), kur A ir m x m nesingulara matrica. Pienem-
sim, ka D ir nesingulara m x m matrica. Parveidosim vienadojumu (2.3) $adi:

= x—D(Ax—b).
Iegiito vienadojumu parrakstisim $adi:
x=Fx+c, 2.7)

kur F=E- DA un c¢=Db.

Izmantojot sakuma tuvinajumu x©, konstruésim iteraciju metodi péc formulas

n+1)

) 0 2.8)

Metodi (2.8) sauc par vienkarso iteraciju metodi.

Ja tuvinajums x**V ir atkarigs tikai no x, iteraciju metodi sauc par divu slanu jeb viena sola
metodi.

Konvergences pietiekamais nosacijums. Ja |F|| < 1, tad metode (2.8) konvergg.
Pieradijums. Izmantojot vektora un matricas normas definiciju, iegistam

x| <[lafll=: 2.9)
Ja x ir vienadojuma (2.7) precizs atrisinajums, tad kladu iteracijas soli ar numuru n definé péc

formulas
P O

Klada nakamaja soli ir

r(n+1) _ x(n+1)

—X= Fx(") +c—(Fx+ c) = F[x(") —x] = Fr(").
Tadéjadi

A1) _ g, (2.10)
Izmantojot formulu (2.10), iegaistam

0 _ ) 0 _ ) 2,00 e

Rezultata iegistam

) = prp0), (2.11)
Izmantojot (2.9) un (2.11), atrodam

A< || F”" A0

— 0 tapéc ka |F||<1. (2.12)

Piezime. Rezultats nav atkarigs no normas ||F || izvéles, bet konvergences atrums ir atkarigs no
izvélétas normas.

Aplakosim iteracijas metodi
) ()

n+l

B +Ax" =p, (2.13)

Tht1

kur B, ,, ir kvadratiska matrica, kas raksturo konkréto metodi, un T, ir parametrs, kas ir
atkarigs no iteracijas sola n.

Pienemsim, ka sakuma tuvinajums x© ir izvéléts un matrica B, ! eksisté visiem n=1, 2, ...,
N-1. Atrisinot vienadojumu (2.13), iegstam x*, n=1, 2, ..., N.
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Iteracijas metodi (2.13) sauc par atklatu, ja B,=E, kur E ir m xm vienibas matrica, un aiz-
klatu pretéja gadijuma (ja B, #E).

Iteracijas metodi (2.13) sauc par stacionaru, ja B, =B un T,=T ir neatkarigi no iteracijas sola
n, un par nestacionaru pretéja gadijuma.

Parveidosim vienadojumu (2.13) sadi:
) ()

n+l

+ax=p 5B [x(’m) = x(”)} =T, [b = Ax(n)}

Atrisinot vienadojumu attieciba pret x"*V, jegiistam

n+l

Tn+1

PG N O [b —ax } (2.14)

Aplakosim dazus vienadojuma (2.14) specialos gadijumus.

1. Pienemsim, ka 1,,,=1, B, =D, kur D ir diagonala matrica, kuras visi elementi, kas atro-
das uz galvenas diagonales, sakrit ar matricas A galvenas diagonales elementiem. Ta ir
Jakobi metode.

2. Pienemsim, ka B, =E, t,,,=1>0. Ta ir vienkarsa iteraciju metode ($aja gadijjuma viena-
dojumu (2.14) var parrakstit veida (2.8), kur F=E-1A, c=1b).

Definésim vienkarso iteracijas metodi

) = x () t[b—Ax(n)}, n=0,1,... (2.15)

pie nosacijuma, ka A ir simetriska un pozitivi definéta matrica.

Pienemsim, ka A ir simetriska un pozitivi definéta matrica. Iteraciju metode
(2.15) konverge pie nosacijuma

E—%IA >0. 2.16)

Apzimésim ar \;, i=1, 2, ..., m matricas A ipasvértibas, kas ir sakartotas dilstosa seciba.
Nosacijums (2.16) ir ekvivalents nosacljumam, ka visas matricas E-0.5TA ipasvértibas
ir pozitivi skaitli. Tadéjadi visam matricas E-0.5TA ipasvértibam ir spéka nevienadiba:
T<2/A;,i=12,...,m. Tas nozimé, ka konvergences nosacijums ir

2
T< , 2.17
N (2.17)

max

kur A, ir vislielaka matricas A ipasveértiba.

Apliakosim vélreiz nosacijumu (2.12). Ja matricas F norma ir mazaka neka 1, tad vienkarsa
iteracijas metode konvergé. Konvergences atrums ir atkarigs no vértibas p = ||F|| (koeficientu
p sauc par klidas samazinasanas koeficientu viena iteracija). Ja skaitlis p ir loti tuvs 1, tad
vienkarsa iteracijas metode konvergeé léni. Metodes (2.15) konvergences atrums ir atkarigs no
7. Metodes (2.15) klidas samazinasanas koeficientu aprékina péc formulas

D= . (2.18)

1
E——7A
2

Pienemsim, ka nosacijums (2.17) ir izpildits. Vai ir iespéjams atrast optimalo parametra t
vértibu ta, lai iteraciju skaits batu minimals? Atbilde uz $o jautajumu ir pozitiva: optimala
parametra T vértiba ir

T =—" (2.19)

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins



LINEARU VIENADOJUMU SISTEMAS. ITERACIJU METODES 54

2.9. Apréekini MATLAB vide,
izmantojot vienkarso iterdciju metodi

Atrisinat linearo vienadojumu sistému, izmantojot vienkarso iteraciju metodi
ar precizitati e =10~. Pienemt t=10".

53X, +3x, +7x5 =32

3x, +12x, —4x; =15

7x) —4x, +52x5 =155

Atrisinajums.

%% 2.5. piemérs. Vienkarsa iteradciju metode

clc, clearvars, format compact

A =[5,3,7;3,12,-4;7,-4,52]; B =[32;15;155];

if det(a) == 0
disp('Matrica A ir singulara')
disp('Atbilde: vienkarso iteraciju metodi nedrikst izmantot')
return

end

disp('Matrica A ir nesingulara')

ni = fun prob5(A); % parbaude, vai matrica ir pozitivi definéta

if ni ==
disp ('Koeficientu matrica nav pozitivi definéta')
disp('Atbilde: vienkarso iteraciju metodi nedrikst izmantot')
return

end

check=isequal (A,A");

if check==0
disp ('Koeficientu matrica nav simetriska')
disp('Atbilde: vienkarso iteraciju metodi nedrikst izmantot')
return

end

disp ('Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta')

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

Lai parbauditu, vai matrica ir pozitivi definéta, izmanto aréjo funkciju fun _ probb5.

%% areéja funkcija(2.5. piemérs). Vienkarsa iteraciju metode
% parbaude: vai matrica ir pozitivi definéta
function ni = fun prob5 (A mat)
ni = 1;
[row,col] = size(A mat);
for i = l:row
if det(A mat(1l:1,1:1))>0
else ni = 2; break
end
end
end
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% 2.5. pieméra turpinajums
tau = 0.01;
epsi = 10" (-3);
itermax = 1000; iteraciju skaits
x_app = zeros(3,1); % sakuma tuvinajums

k iter = 0; resid = B-A*x app;

n =length (B);
X _app =zeros(n,1)

% aprékinu

while norm(resid) > epsi && k iter < itermax ( @+U (@ (ﬂ
X app = x_app + tau*resid; | x =x +t(b—u4x ]J
resid=b-A*x app; k iter = k iter +1; \ U
end
k iter, x app, x sol=linsolve (A,Db) % Ctrl+Enter

% 2.5. pieméra turpinajums

disp('Atbilde:")

disp(['iter. skaits = ' numZ2str(k iter) 1)

fprintf('x tuvinajumi: { %.4f, %.4f, %.4f }\n',x app(:))

Atbilde:
iter. skaits = 251
x_tuvindjumi: { 1.0003, 1.9999, 2.9999 }

Iteraciju metode konvergé péc 251 iteracijas (ar precizitati e=107). Vienadojumu sistémas
precizs atrisinajums: x; =1, x,=2, x3=3.

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot vienkarso iteraciju metodi ar preci-
zitati e=10"".

5x,+3x, +7x5 =32

3x, +12x, —4x5 =15

7x; —4x, +52x; =155

Pienemt:
a) 1=0.01 (2.5. piemérs);
b) 1=0.02;
¢) t=0.03;
d) 1=0.04.
tau = tau = tau = tau = format longG
0.0100 0.0200 0.0300 0.04
k_iter = k_iter = k_iter = k_iter =
251 124 82 1000
x_app = X_app = X_app = X_app =
1.0003 1.0003 1.0003 -6.38103603492399%e+53
1.9999 1.9999 1.9999 3.96522189022496e+53
2.9999 2.9999 2.9999 -4.57495259388924e+54
Atbilde:
tau = 0.01, 0.02, 0.03 - metode konvergé,
bet tau = 0.04 - metode divergé
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Atrast parametra vértibu t,,,, kas definé intervalu (0, t,,,), kura vien-
karsa iteraciju metode konvergé (T,.x=2/Ap.e Sk. formulu (2.17)). Izmantot ieejas datus
2.5. piemeéram.

Atrisinajums.

%% 2.7. piemérs. Atrast tau _max

% ieejas dati (2.5. piemérs).

clc, clearvars, format compact
A=[5,3,7;3,12,-4;7,-4,52];

eig val = eig(A), tau max = 2/max(eig_val) % Ctrl+Enter

eig val =
2.6054
13.0716
53.3230
tau max =
0.0375

% 2.7. pieméra turpinajums

disp('Atbilde:")
disp(['ipasvértibas = {' num2str(eig val(:)") '}'])
disp(['tau max = ' num2str (tau max)])
Atbilde:
ipasvértibas = {2.60539 13.0716 53.323}
tau_max = 0.037507

Noteikt kladas samazinasanas koeficientu viena iteracija (izmantot 2.5. pie-
meéra ieejas datus).

Atrisindjums.

%% 2.8. piemérs. Atrast klidas samazindSanas koeficientu viena iteracija
% ieejas dati (2.5. piemérs).

clc, clearvars, format compact

A = [5,3,7;3,12,-4;7,-4,52]1;

E mat = eye(3); tau = 0.01;

F = E mat-tau*A; ro=norm(F,2) % Ctrl+Enter

ro =
0.9739

% 2.8. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")

disp(['ro = ' num2str(ro) ' ir loti tuvs 1'])
disp('tapéc iterédciju skaits ir tik liels, n = 251")
Atbilde:

ro = 0.9739 ir loti tuvs 1,
tapéc iteraciju skaits ir tik liels, n = 251

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot vienkarso iteraciju metodi ar preci-
zitati e=10". Pienemt optimalo parametra t vértibu.

4x, —2x, +3x; =5

—2x; +6x, —x; =3

3x,—x, +12x; =14
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%% 2.9. piemérs. Vienkarsa iteraciju metode

% Pienemt optimadlo parametra tau vértibu

clc, clearvars, format compact

A =[4 -2 3;-2 6 -1;3 -1 12]; B =[5;3;141;

if det(n) ==
disp('Matrica A ir singulara')
disp('Atbilde: vienkarso iteraciju metodi nedrikst izmantot')
return

end

disp('Matrica A ir nesingulara')

ni = fun prob5(A); % padrbaude, vai matrica ir pozitivi definéta

if ni ==
disp ('Koeficientu matrica nav pozitivi definéta')
disp('Atbilde: vienkarso iteraciju metodi nedrikst izmantot')
return

end

check=isequal (A,A");

if check==
disp ('Koeficientu matrica nav simetriska')
disp('Atbilde: vienkarso iteraciju metodi nedrikst izmantot')
return

end

disp ('Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta')

% Ctrl+Enter

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

% 2.9. pieméra turpinajums
x _app = zeros(3,1); epsi = 107 (-3); itermax = 1000; 2
lambda = eig(A); tau opt = 2/(max(lambda)+min(lambda));# TOW._
k iter = 0; resid = B-A*x app; Xmm{+k
while norm(resid) > epsi && k iter < itermax
X _app = X_app+ttau opt*resid;
resid = B-A*x app;
k iter = k _iter +1;
end
tau opt, k iter, x app % Ctrl+Enter

min

% 2.9. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")
disp([' iter. skaits = ' num2str(k iter) ]
disp([' x tuvinajumi = {' num2str(x_app(:)
disp ([ '
tau_opt =
0.1279
k_iter =
28
X_app =
0.9999
1.0000
1.0000

)
)t

optimala parametra tau vértiba = num2str (tau opt)])

.

Atbilde:
iter. skaits 28
x_tuvinajumi {0.99992 0.99999 0.99996}
optimala parametra tau vértiba = 0.12793
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2.10. Minimalas nesaistes metode

Pienemsim, ka A ir simetriska un pozitivi definéta matrica. Aplakosim iteracijas metodi.

L))

T

+ax™ =p (2.19)
n+l

Parametru T, ,; katra soli izvélas ta, lai klada (jeb nesaiste) batu minimala. Nesaisti iteracijas
soli ar numuru 7 aprékina péc formulas (2.20).

A7) ax _p (2.20)
Izmantojot (2.19) un (2.20), iegstam formulu (2.21).
) = ) tn+1r(”) (2.21)

Lai iegutu formulu koeficienta 1, aprékinasanai, sareizinasim (2.21) ar A no kreisas puses
un atnemsim b. Rezultats ir

Ax(”H) -b= Ax(") -b-1 Ar(")

n+l
Iegiito vienadojumu parrakstisim $adi:

r("H) = r(") -1 Ar(") (2.22)

n+l

Aprékinasim vektoru r™*Y un r**? skalaro reizinajumu.

(0,0 )= () ), ), ar)

Vienkarsojot iegistam

r(n+1)

2 7 2

= r(") -27 Ar(") (2.23)

n+l

(r(n),Ar(n))+‘ri+1

Misu meérkis ir minimizét ”r("H) " Vienigais nezinamais vienadojuma (2.23) labaja pusé itera-
cija ar numuru n+1 ir 1, ;. Ta ka izteiksme vienadojuma (2.23) labaja pusé ir otras pakapes
polinoms, minimums ir sasniegts punkta, kura atvasinajums ir nulle. Diferencéjot (2.23) péc
mainiga 1, ; un pielidzinot atvasinajumu nullei, iegtistam
(. ar))
=/ (2.24)
2
Ar(”)

n+l

Tadéjadi minimalas nesaistes metodi var aprakstit $adi: izmantojot sakuma tuvinajumu x,
katra iteracijas soli aprékina t,,, péc formulas (2.24). Nakamo tuvinajumu atrisinajumam
iegust, izmantojot formulu (2.21).
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2.11. Apréekini MATLAB vidg, izmantojot
minimalds nesaistes metodi

PR CIETNEIEM Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot minimalas nesaistes

metodi.
4x, —2x, +3x3 =5

—2x; +6x, —x; =3
3x,—x, +12x; =14

Atrisinajums.

%% 2.10. piemérs. Minimalas nesaistes metode

clc, clearvars, format compact

A=14,-2,3;-2,6,-1;3,-1,12]1; B = [5;3;14];

if det(A) == 0
disp('Matrica A ir singulara')
disp('Atbilde: minimalo nesaistes metodi nedrikst izmantot')
return

end

disp('Matrica A ir nesingulara')

ni = fun problO(A); % parbaude, vai matrica ir pozitivi definéta

if ni ==
disp ('Koeficientu matrica nav pozitivi definéta')
disp('Atbilde: minimadlo nesaistes metodi nedrikst izmantot')
return

end

check=isequal (A,A");

if check==
disp ('Koeficientu matrica nav simetriska')
disp('Atbilde: minimalo nesaistes metodi nedrikst izmantot')
return

end

disp ('Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta ')

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

Lai parbauditu, vai matrica ir pozitivi definéta, izmanto aréjo funkciju fun _ probl0.

%% aréja funkcija(2.10. piemérs.) Minimalas nesaistes metode
% parbaude: vai matrica ir pozitivi definéta
function ni = fun probl0O (A mat)
ni = 1;
[row,col] = size(A mat);
for i = l:row
if det(A mat(1l:1,1:1))>0
else ni = 2; break
end
end
end
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% 2.10. pieméra turpinajums
[ n = length(B);

k iter = 0; epsi = 10" (-3);iter =
x app=zeros(3,1);
r = A*X_app—B; norm r = norm(r) ;
while norm r > epsi && k iter < itermax
k iter =k iter+l;
tau = ((A*r)'*r)/norm(A*r)"2;
X app = X _app-(tau*r')';r = A*x app-B; norm r = norm(r);
end
k iter,tau, x app, norm r
x sol = linsolve (A,B)

k_iter = x_sol =
23 1
tau = 1
0.1089 1
X_app =
0.9997
0.9999
1.0001
norm r =
7.3505e-04

S ———

% 2.10. pieméra turpinajums

disp('Atbilde:")

fprintf('iter. skaits = %.f, nesaistes norma = %.8f\n', k iter,norm r)
disp(['x tuvinajumi: {' num2str(x app(:)') '}'Il)

Atbilde:
iter. skaits = 23, nesaistes norma = 0.00073505
x_tuvindjumi: {0.99974 0.99987 1.0001}

Iteraciju metode konvergé péc 23 iteracijam. Vienadojumu sistémas precizs atrisinajums:
x1=1,x2=2,x3=3.
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2.12. Matricas vislielakas (péc modula)
Ipasvertibas aprékinasana

Meés zinam, ka aprékinat matricas A ipasvértibas. MATLAB vidé var izmantot komandu
eig(A). Ja matricas rindu un kolonnu skaits 7 ir liels (pieméram, n=100), aprékini prasa laiku.
Biezi nav jazina visas matricas ipasveértibas, bet tikai vislielaka (péc modula) ipasvértiba.

Pienemsim, ka A ir kvadratiska matrica ar kartu m, kurai visas ipasvértibas A;, A, ..., \,,, ir
atskirigas. Var pieradit, ka $aja gadijuma atbilstosi ipasvektori ir lineari neatkarigi. Piepem-
sim, ka pasvertibas ir sakartotas dilstosa seciba (péc modula):

] > o> (2.25)

Apzimésim ar e, e,, ..., e,, matricas A normalizétus ipasvektorus (ipasvektoram e; atbilst
ipasvertiba \,). Lineari neatkarigi ipasvektori e, e,, ..., e,, veido bazi m - dimensiju telpa.
Tas nozimé, ka jebkuru vektoru (pieméram, sakuma tuvinajumu x) var viena vieniga veida
uzrakstit ka bazes vektoru linearu kombinaciju:

x0 = ce +ce +...+c e, (2.26)

Definésim vektoru virkni, izmantojot formulu
A = 4™, o, (2.27)
Izmantojot Ipasvértibas definiciju (Ax=\x), ieglistam
xV = ax® = A[cle1 +cye, +...+ cmemjz ohe +oh.e +...+c, A e,
Analogiski
m™m€m

x?) = axlV = A[clkle1 +ch,e, +...+ cmkmemjz cAle e hoe, ...+, e

Atkartojot So procediiru, iegtistam

—1 — = —
= ax ) = A[CIX? e, +c, M ey +.. e, A lemJ =chje +c,\e, +...+c, A e, =

m-"m-m
n n
A A
=AMce+c,| 2| e +...4c. | 2| e
1 1*1 2[7\‘1] 2 m[xlj m

Ta ka ), ir ipasveértiba ar vislielako moduli,

n
A
lim [—’J =(Qvisiemi=2,3,...,m

n—o| A,
Tadeéjadi, ja n ir pietiekami liels, vektoru x™ var aproksimét sadi:
W 2t e, (2.28)
Izmantojot formulu (2.28), aprékinasim skalaros reizinajumus:
(x("),x("_l)) ~ A" cle

(x(nfl)’x(nfl) ) ~ 32" 22 2

Rezultata iegistam

A, = lim (x(n)’x(nil))

me (2.29)

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins



LINEARU VIENADOJUMU SISTEMAS. ITERACIJU METODES

62

Aprakstisim aprékinu algoritmu.

(0)
1. solis. Izvélésimies patvaligu vektoru x© # 0 un aprékinasim V= X ol
Tadéjadi e(O)H = 1. Hx

2. solis. Sakot ar n=1 aprékinasim x(”) = Ae(n_l), kgn) = (x(n),e(n_l) )

) x™
3. solis. Katra soli ir janormalizé x": e"/ = ol

n
x

4. solis. Lai pabeigtu aprékinus, izmanto vienu no konvergences kritérijiem:

}‘1(") _}‘1(”_1)

< gvai <E.

o) o)
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2.13. Aprekini MATLAB videg,
lai aprekinatu matricas vislielako ipasvertibu

RINIEEEE Atrast vislielako (péc modula) matricas A Ipasvértibu, izmantojot iteracijas
metodi (precizitate 107%):

3
6
8
5

NN N
e Y 2 B
O W = N

AtrisinGjums.

%% 2.11. piemérs. Vislielakas ipasSvértibas aprékinasana.

clc, clearvars, format compact
A= 4,1,3,2;2,5,6,1;7,4,8,3;2,1,5,91; n = length (A(1,:));
X _app = ones (45 ;e mas(:,1) = x_app/norm(x_app) ;

X _app(:,2) = A*e mas; e mas(:,2) = x_app(:,2)/norm(x_app(:,2));
k = 2; epsi = 10" (-3); iter max = 20; k iter = 0;
while norm(e mas(:,k)-e mas(:,k-1)) > epsi && k <= iter max
x app(:,k+l) = A*e mas(:,k);
e mas(:,k+tl) = x _app(:,k+l)/norm(x_app(:,k+1));
— )

k iter = k iter+l; lambda dot ( x app(:,k+1)
X pr = x app(:,k+l); e pr = e mas(:,k+1);
k = k+1;

end

k iter, lambda, x pr, e pr

eig val maxv = eigs(A,1l) % péc modula lieldka ipasSvértiba

re_mas(:,k));

k_iter = e pr =
5 0.2809
lambda = 0.4357
16.4290 0.6415
X_pr = 0.5655
4.6145 eig val max =
7.1580 16.4286
10.5393
9.2901

% 11. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")

disp([" iterdciju skaits = ' num2str(k iter) 1])
disp([' lielaka ipasvértiba = ' num2str(lambda) '( ar prec. 10"°(-3))"'])
Atbilde:

iteraciju skaits = 5
lielaka ipasvértiba = 16.429 (ar precizitati 107(-3 ))}
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B UZDEVUMI PATSTAVIGAI RISINASANAI

Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Jakobi metodi.
3x, —7x, +3x5 =29
—4x, + X, +2x; =2
X, +2x, +5x3 =17
Noskaidrot, vai izpildas konvergences pietiekamais nosacijums.
a) Ja konvergences pietiekamais nosacijums izpildas, atrast atrisindgjumu ar precizitati 10~
un noteikt nepiecie§amo iteraciju skaitu.

b) Ja konvergences pietiekamais nosacijums neizpildas, aprakstit kladas izmainu atkariba
no iteraciju skaita.

%% 2.1. uzdevums. Jakobi metode
clc, clearvars, format compact
format longG
Neizpildas konvergences pietiekamais nosacijums
rindas numurs 1: --> 3 < 10
Iter.numurs Kluda X_approx =
1 10.4405193570265 41488236634.3623
2 32.0087488040379 69692399420.1283
3 78.883761961728 -9704289951.64887
4 337.032798755606 x_sol =
5 834.003818587081 1
6 3538.12916306385 -2
7 8946.33230616427 4
8 37441.7419987472
9 97015.6971483096
10 399132.40334369
11 1060945.33302116
12 4282389.99885737
13 11674541.6411063
14 46204761.0548696
15 129029686.004484
16 500907316.441708
17 1430295630.36982
18 5452146995.93908
19 15885121632.4982
20 59542205680.3326
Atbilde:
iteraciju skaits = 20
klidda (aug)= 59542205680.3326
Jakobi metode divergé
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EENETETEN Atrisinat linearu vienadojumu sistému, izmantojot Jakobi metodi, ja 7 = 30.
=3x,+x, =1

Izpildit 7 iteracijas.

« Apreékinat kladas normu Hs

- s 6
o Aprékinat atrisinajuma normu Hx( )

(5)

X —3%, +x5 =1

X, =3x3+x, =1

X,_5—3x, ,+x,=1

X, —3x,=1

2

2

6. iteracija.

5. iteracija, kur el = 10 _x4),

o Atrisinat $o sistému, ari izmantojot komandu linsolve (ar komandu linsolve
ieglito rezultatu apzimésim ar x_sol).

e Cikliela ir norma

x_sol —x(4)

?

2

Matrica A ir nesingulara. X_approx = x_sol =
Izpildas konvergences -0.6031 -0.6180
pietiekamais nosacijums - -0.8253 -0.8541
Jakobi metode konvergé. -0.9049 -0.9443
-0.9310 -0.9787
-0.9392 -0.9919
Iteracijas Kluada -0.9410 -0.9969
1.0000 1.8257 -0.9415 -0.9988
2.0000 1.1863 -0.9415 -0.9995
3.0000 0.7787 -0.9415 -0.9998
4.0000 0.5126 -0.9415 -0.9999
5.0000 0.3380 -0.9415 -1.0000
6.0000 0.2231 -0.9415 -1.0000
7.0000 0.1474 -0.9415 -1.0000
-0.9415 -1.0000
-0.9415 -1.0000
) -0.9415 -1.0000
epsi>_norm = -0.9415 ~1.0000
% apgé3iggm _ -0.9415 -1.0000
= 8490 -0.9415 -1.0000
’ -0.9415 -1.0000
-0.9415 -0.9999
-0.9415 -0.9998
sol_X4 norm = -0.9415 -0.9995
0.9957 -0.9415 -0.9988
-0.9410 -0.9969
-0.9392 -0.9919
-0.9310 -0.9787
-0.9049 -0.9443
-0.8253 -0.8541
-0.6031 -0.6180
Atbilde:
iteraciju skaits = 5 --> kluada 0.33800
X app6_norm = 4.849
sol_X4 norm = 0.99565
x_tuvinajumi:
-0.60311 -0.82533 -0.90489 -0.93096 -0.93919
-0.94102 -0.94147 -0.94147 -0.94147 -0.94147
-0.94147 -0.94147 -0.94147 -0.94147 -0.94147
-0.94147 -0.94147 -0.94147 -0.94147 -0.94147
-0.94147 -0.94147 -0.94147 -0.94147 -0.94102
-0.93919 -0.93096 -0.90489 -0.82533 -0.60311
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Izmantojot Jakobi metodi, atrast sistémas atrisinajumu péc 25 iteracijam.
13x; +10x, +13x; =2
10x; +8x, +10x; =22
13x, +10x, +14x; =3

Sakuma tuvinajums ir x, =0, x, =0, x;” =0. Interpretét rezultatus.

Matrica A ir nesingulara.
Neizpildas konvergences pietiekamais nosacijums

rindas numurs 1: --> 13 < 23
Iter. numurs Klada X_approx =
1 2.7626232110804 3803008.35007559
2 3.17477031308986 4817125.25480351
3 6.55936177941138 3619732.92025536
4 11.0917492491779 x_sol =
5 22.3586404418292 -52.0000000000001
6 41.8490889014946 66.5000000000001
7 81.6584163595668 1
8 156.213571927604
9 301.896163275175
10 580.513664937117
11 1119.09927642208
12 2154.64064019475
13 4151.04302533206
14 7994.6830310911
15 15399.7872855811
16 29661.5155674254
17 57133.319744831
18 110046.639985103
19 211967.137349721
20 408279.956392045
21 786409.412416188
22 1514742.40411937
23 2917622.81986522
24 5619780.69627118
25 10824545.2725294
Atbilde:

iteraciju skaits = 25
klidda (aug) = 10824545.2725
Jakobi metode divergé.

Dota vienadojumu sistéma Ax=B. Atrisinat vienadojumu sistému, izmanto-
jot Jakobi metodi.

2 14 10 8
A=|14 2 8 |B=|6
10 8 2 2

Sakuma tuvinajums ir x;© =0, x,0 =0, x,® =0. Izpildit 13 iteracijas.
L)
2

,(10)
13)

11. iteracija, kur () — 4 (n) _ (n-1),

o Cikliela ir kladas norma

+ Kada ir atrisinajuma norma 10. iteracija?

2

8( 13. iteracija?

o Cik liela ir kladas norma
2

o Atrisinat $o sistému, ari izmantojot komandu linsolve (ar komandu linsolve
iegtito rezultatu apzimésim ar x_sol).

o Cikliela ir norma|x_sol — x(lo) ¢

2
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Matrica A ir nesingulara.
Neizpildas konvergences pietiekamais nosacijums
rindas numurs 1: --> 2 < 24
Iter. numurs Klada epsill norm =
1 5.09901951359278 100419701310.978
2 52.1919534027996 X applO_norm =
3 556.884189037541 8531779084.76166
4 5982.94241991347 epsil3 _norm =
5 64380.1025162278 11648403915251.2
6 693132.466416052 sol_X10_norm =
7 7464005.98606405 8531779085.16876
8 80383439.2585935
9 865721208.55712 X_approx =
10 9323884512.12305 6649056973822
11 100419701310.978 6318847476021
12 1081539454844 .26 5428752106807
13 11648403915251.2 x sol =
B 0.0104712041884817
0.0575916230366492
0.717277486910995
Atbilde:

iteraciju skaits = 13 --> kliada
iteraciju skaits = 11 --> kluada
X _appl0_norm = 8531779084.7617
sol_X10_norm = 8531779085.1688
Kladda aug - Jakobi metode divergé.

11648403915251.20508 (kliada aug)
100419701310.97789 (kliada aug)

Dota vienadojumu sistéma Ax=B. Atrisinat vienadojumu sistému, izmanto-
jot Jakobi metodi.

14 3 8 5
A=|3 12 7 |B=|2
8 7 17 6
Sakuma tuvinajums ir x, =0, x, =0, x5 =0. Izpildit 9 iteracijas.
o Cikliela ir kladas norma 8(6) ! 6. iteracija, kur 8(") = x(") - x("_l)?

S e 5
« Kada ir atrisindgjuma norma %)

)

5. iteracija?

2

o Cikliela ir kladas norma

9. iteracija?
2
+ Atrisinat $o sistému, arl izmantojot komandu linsolve (ar komandu linsolve

iegito rezultatu apzimeésim ar x_sol).

o Cikliela ir norma x_sol—x(7) ¢

2

Matrica A ir nesingulara.
Izpildas konvergences pietiekamais nosacijums - Jakobi metode konvergé.

Iter. numurs Klada X_approx = epsi6_norm =
1.0000 0.5291 0.2444 0.2169
2.0000 0.4467 -0.0103 X _app5_norm =
3.0000 0.3644 0.3055 0.4382
4.0000 0.3096 x_sol = epsi9 norm =
5.0000 0.2570 0.2114 0.1273
6.0000 0.2169 -0.0448 sol X7 norm =
7.0000 0.1810 0.2719 0.0834
8.0000 0.1523
9.0000 0.1273
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Atbilde:
iteraciju skaits = 6 --> kliada
iteraciju skaits = 9 --> kliada
X _app5 norm = 0.43819
sol_X7 norm = 0.08335

0.21689 (kluda dilst)
0.12734 (kluda dilst)

Dota vienadojumu sistéma Ax=B. Atrisinat vienadojumu sistému, izmanto-
jot vienkarso iteraciju metodi.

9 2 5 1
A=|2 18 6 |B=|6
5 6 27 2

Sakuma nosacijums x”=(0 0 0)”. Izmantot iteraciju parametru t=0.01. Izpildit 12 iteracijas.

+ Kada ir tuvinata atrisinajuma norma x( ) 12. iteracija?

2

S . 12 L
o Kada ir nesaistes norma B—Ax( ) 12. iteracija?

2

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

k_iter = x_appl2 norm =
12 0.2949

X_app = resid norm =
0.0342 0.6437
0.2927
0.0118

0.0415
0.3311
-0.0072

-

Atbilde:
iteraciju skaits = 12
x_tuvinajumi = { 0.0342, 0.2927, 0.0118 }
tuvinata atr. norma 12. iter. = 0.2949
nesaistes norma 12. iter. = 0.6437

Dota vienadojumu sisttma Ax=B. Atrisinat vienadojumu sistému, izmanto-
jot vienkarso iteraciju metodi.

9 2 5 1
A=|2 18 6 |B=|6
5 6 27 2

Sakuma nosacijums x”=(0 0 0)”. Izmantot iteraciju parametru t,,,,. Izpildit 15 iteracijas.

« Kada ir tuvinata atrisinajuma norma x( ) 15. iteracija?

2

. Kada ir nesaistes norma | B— Ax"”)| 15, iteracija?

2

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.
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tau = X_appl5 norm =
0.0639 0.4182

k_iter = resid norm =
15 4.5531

X_app =
0.0756
0.3935
0.1197

0.0415
0.3311
-0.0072

~

Atbilde:
iteraciju skaits = 15
tau_max = 0.063913
x_tuvinajumi = { 0.0756, 0.3935, 0.1197 }
tuvinata atr. norma 15. iter = 0.4182
nesaistes norma 15. iter = 4.5531

Dota vienadojumu sistéma Ax=B. Atrisinat vienadojumu sistému, izmanto-
jot vienkarso iteraciju metodi.

9 2 5 1
A=|2 18 6 [|B=|6
5 6 27 2

Sakuma nosacijums x”=(0 0 0)”. Izmantot iteraciju parametru t,

()

opt- 1zpildit 10 iteracijas.

o Kada ir tuvinata atrisindjuma norma 10. iteracija?
2

« Kada ir nesaistes norma | B — Ax(lo) 10. iteracija?

2

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

tau = x_appl0_norm =
0.0513 0.3334

k_iter = resid norm =
10 0.0303

Xx_app =
0.0411
0.3307
-0.0080

0.0415
0.3311
-0.0072

~

Atbilde:
iteraciju skaits = 10
tau opt = 0.051315
x_tuvindjumi = { 0.0411, 0.3307, -0.0080 }
tuvinata atrisinajuma norma 10. iter. = 0.3334
nesaistes norma 10. iter. = 0.0303
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Noteikt matricas A péc modula vislielako ipasvértibu. Precizitate e=0.001.

1 4 7 -1 5
8§ 2 -3 4 10
A=|6 12 =2 7 4
3 4 9 0 11
5 6 -4 2 8
k_iter =
8
lambda =
17.8345
eig val max =
17.8338
( Atbilde:
iteraciju skaits = 8
lielaka ipasvértiba = 17.8345(ar precizitati 107 (-3))

AT EIEE Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot minimalas nesaistes metodi.

Precizitate e=0.001.

16x, +3x, +4x5+2x, =25
3%, +12x, +2x; —x, =16
4%, +2x, +8x3—x, =13

2Xx) =Xy —X3+2x, =2

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

k_iter = X_app =
57 1.0002
tau = 0.9999
0.1071 0.9998
0.9993
norm r =
9.4395e-04
x_sol =
1.0000
1.0000
1.0000
1.0000
Atbilde:
iteraciju skaits = 57, nesaistes norma = 0.00094395
tau = 0.10714
x_tuvinajumi = {1.0002 0.99993 0.99983 0.99928}

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot minimalas nesaistes metodi.
Sakuma tuvinajums ir x, =25, x,=-10, x, = 0. Precizitate ¢ = 0.0001.
7x,+2.5x, +0.5x; =9
2.5x; +14x, +1.5x; =—4
0.5x; +1.5x, +21x5 =22
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Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

x_app =
1.4447
-0.6573
1.0602
norm_r =
6.3271e-05

Atbilde:
iteraciju skaits = 20, nesaistes norma = 0.00006327
tau = 0.056464
x_tuvinajumi: {1.4447 -0.6573 1.0602}

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot minimalas nesaistes metodi.
6x, +3x, +5x3 =—12
3%, +12x, +6x; =8
5%, +6x, +18x; =35

Sakuma tuvinajums ir x, =-15, x,% =0, x;© =22. Precizitate ¢ = 0.001.

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

X app =
-4.7896
0.2720
3.1843
norm r =
7.1213e-04

Atbilde:
iteraciju skaits = 29, nesaistes norma = 0.00071213
tau = 0.056601
x_tuvinajumi: {-4.7896 0.27195 3.1843}

Atrisinat vienadojumu sistému, izmantojot vienkar$o iteraciju metodi.
16x; +3x, +4x; +2x, =25
3x, +12x, +2x5 —x, =16
4x, +2x, +8x; —x, =13

2x) =Xy —X3+2x, =2

Sakuma tuvinajums ir xX®=(0 0 0 0)". Izmantot iteraciju parametru t=0.02. Izpildit 15

iteracijas.

x(lS)

o Kada ir tuvinata atrisindjuma norma

15. iteracija?
2
15. iteracija?

o Kada ir nesaistes norma ||B — Ax(15)

2

 Par kadu skaitli ir jabat mazakai iteraciju parametra vértibai, lai metode konvergétu?

 Kadai ir jabut iteraciju parametra vértibai, lai metodes konvergence butu visatraka?
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Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.
X_app = x_sol = x_appl5 norm = tau_max =
1.1637 1.0000 1.7184 0.1031
0.9218 1.0000 resid norm = tau_opt =
0.8100 1.0000 0.9001 0.0971
0.3051 1.0000
Atbilde:
x_tuvindjumi 15. iter. = {1.1637 0.9218 0.8100 0.3051}
tuvinata atrisinajuma norma 15. iter. = 1.7184
nesaistes norma 15. iter. = 0.9001
tau max = 0.10306, optimalad parametra tau vértiba = 0.09707

RV Dota vienadojumu sistéma Ax = B. Atrisinat vienadojumu sistému, izmanto-
jot vienkarso iteraciju metodi ar precizitati e=10".

8 2 4 =2 9

2 16 12 10 7
A= ;B=

4 12 24 2 6

-2 10 2 32 9

Sakuma tuvinajums ir x©=(0 0 0 0)". Izmantot iteraciju parametru t=0.06. Izpildit 11
iteracijas.

N

 Kadair tuvinata atrisinajuma norma

B- Ax(n)

11. iteracija?

2
11. iteracija?
2

o Kada ir nesaistes norma

o Par kadu skaitli ir jabat mazakai iteraciju parametra vértibai, lai metode konvergétu?

o Kadai ir jabat iteraciju parametra vértibai, lai metodes konvergence butu visatraka?

Matrica A ir nesingulara.
Koeficientu matrica ir simetriska un pozitivi definéta.

tau = X_app = x_sol = x_appll_norm = tau_max =
0.0600 2.0117 1.1940 17.8900 0.0493
k_iter = 9.2665 0.1085 resid _norm = tau_opt =
11 8.2799 -0.0302 711.4217 0.0435
12.7115 0.3238
Atbilde:
x_tuvinajumi 11. iter. = {2.0117 9.2665 8.2799 12.7115}
tuvinata atrisindjuma norma 1l1. iter. = 17.89
nesaistes norma 11. iter. = 711.4217

tau_max = 0.04926, optimadla parametra tau vértiba = 0.04351
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3.1. Interpolacijas mezgli. Polinomiala
interpolacija

Pienemsim, ka dota funkcijas y=y(x) tabula (funkcijas vértibas ir aprékinatas punktos x;, x,,
e Xy

Xi Yi
X1 1
X2 Y2
X2 Y2
x?l yn

Atzimésim, ka funkcija y = y(x) nav noteikti jadod ar formulu. Masu mérkis ir tuvinati apréki-
nat funkcijas vértibas citos punktos (kas atrodas starp punktiem x,, x,, ..., x,,) intervala [a, b].

So procediiru (funkcijas y vértibu aprékinasanu, pienemot, ka funkcijas vértibas punktos x,,
X,, ..., X, I Zinamas) sauc par interpolaciju.

Punktus x;, x,, ..., x,, sauc par interpolacijas mezgliem.

Praktiski més funkcijas y=y(x) vietd izmantosim citu funkciju f(x), kuras vértibas ir (zinama
méra) tuvas funkcijas y(x) vértibam. Tad var pienemt, ka y(x) = f(x) visiem x € [a, b_\.

Parasti funkcija f(x) satur brivos parametrus a,, a,, ..., a,,, ta ka var rakstit f(x, a,, a,, ..., a,,).

Interpolacijas uzdevumu formulé $adi: atrast funkciju f(x, a;, a,, ..., a,), kas apmierina
nosacijumu

f(xia1,05,..08,) =y, i=12,...n (3.1)
Atzimeésim, ka interpolacijas uzdevuma nezinamo parametru a;, a,, ..., a,, skaits ir vienads ar
interpolacijas mezglu skaitu x;, x5, ..., x,,.

Interpolacijas uzdevuma (3.1) geometriska interpretacija ir $ada: funkcijas f(x, a;, a5, ..., a,)
grafiks iet caur visiem punktiem (x;, y)), i=1, 2, ..., n (sk. 3.1. attélu).

Vienadojumu sistéma (3.1) vispariga gadijuma ir nelineara attieciba pret parametriem a,, a,,
..., a,. Lai vienkar$otu aprékinus, biezi pienem, ka funkcija f(x, a,, a,, ..., a,) ir lineara attie-
ciba pret parametriem a,, a,, ..., d,,.

Tadgjadi linearas interpolacijas uzdevuma

\/

3.1. att. Interpolacijas uzdevums (y=f(x); y;=f(x;),i=1, 2, ..., n).
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f(x,al,az,. a, ) =a,0, (x)+a2(p2 (x)+...+anq)n (x) (3.2)
kur ¢@,(x), ¢,(x), ..., ¢,(x) ir lineari neatkarigas funkcijas intervala [a, b].
Izmantojot (3.1) un (3.2), iegistam
a,0, (xi)+ach2 (xi)+...+an(pn (xi) = y(xi ), i=12,...,n (3.3)

Sistéma (3.3) ir lineara vienadojumu sistéma ar nezinamajiem a,, a,, ..., 4, Sistémai ir viens
vienigs atrisinajums tad un tikai tad, kad koeficientu matricas determinants nav vienads ar
nulli:

01(x)  0y(x7)  03(x7)  Qu(xy) ... @,(x))
01()  0y(x)  03(x)  ulxy) ..o 9,(xy)

det(A) = 01(x3)  0(x3)  93(x3) @u(x3) ... 9,(x3) £0 (3.4)
(Pl(xn) (P2 (xn) (p3(xn) q)4(xn) (Pn (xn)

Viena no popularakajam interpolacijas metodém ir polinomiala interpolacija. Saja gadijuma
funkcijas @,(x), 9,(x), ..., ¢,(x) ir polinomi: @,(x) =1, ¢,(x) =x, ..., ¢,(x) =x""". Linearo sistému
(3.3) var parrakstit sadi:

4 +ayx+.tax T =y(x), i=12...n (3.5

Nosacijumu (3.4) pieraksta $adi:

2 3 n—-1

Lox x x 1
2 3 n—1

I x, x5 x5 ... X
2 .3 n-1

I g8 85 85 oo 58

det(A)= 37073 3120 (3.6)

2 .3 n-1

1 x, x, x, ... x,

Determinantu (3.6) sauc par Vandermonda determinantu.

Var pieradit, ka Vandermonda determinants atskiras no nulles, ja visi interpolacijas mezgli ir

atskirigi.

Tadéjadi interpolacijas shému var aprakstit sadi:

1. solis. Definé interpolacijas mezglus x;, x,, ..., x,, un funkcijas vértibas interpolacijas mez-
glos y=y(0: 1 y2o - s Y

2. solis. Izvélas interpoléjoso funkciju péc formulas (3.2);

3. solis. Atrisina linearu vienadojumu sistému (3.3) un atrod a;, a,, ..., a,;

4. solis. Izmanto tuvinato formulu y(x) = f(x, a;, a,, ..., a,) visiem x € [a,b].

Ir viens svarigs gadijums, kas sistému (3.3) nerisina, — tas ir polinomialas interpolacijas
gadijums.
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3.2. NGtona interpolacijas polinoms

Pienemsim, ka intervala a<x<b ir doti n+1 interpolacijas mezgli x,, x;, X5, ..., X,,. Funkcijas
vértibas interpolacijas mezglos arl ir zinamas: g, ¥, ¥2» -+ > ¥y

Formulésim uzdevumu: atrast n-tas pakapes polinomu p,,(x), kas apmierina nosacijumus
pn(xO):yO’pn(xl):yl""’pn(xn):yn (3'7)

Lai atrastu polinoma p,(x) koeficientus, saksim ar visvienkarsako gadijumu, kad tabula ir
tikai divi punkti: (x,, ) un (x,, y,). Konstruésim pirmas pakapes polinomu p,(x), kas apmie-
rina nosacijumus

)2 (xo): Yo> P1 (xl): N
Polinoma grafiks ir taisne, kas iet caur diviem punktiem (sk. 3.2. attélu).

Polinomu p,(x) var uzrakstit sadi

_ (}’1 - )’o)
pi(x)=yo+(x xo)(x1 “x,)
Parrakstisim formulu $adi:
pl(x)=y0+(x—xo)y[xo,x1], (3.8)
kur y[x, x,] ir pirma izdalita starpiba:
)’[xo”ﬁ]: 2 :zz

Apliukosim gadijumu, kad ir doti tris punkti: (xy, o), (x1, ¥1) un (x,, y,). Otras pakapes inter-
polacijas polinomu var uzrakstit sadi:

P (%) =yo+(x—x, )y[xo,x1:|+(x — %o ) (% —x, )y[xo,xl,sz (3.9
kur y[x, x;, x,] ir otra izdalita starpiba
_ )’[xl’xzj_)’[xwxl}
i, =

Xy =X

)’[xo’xp

Ka var konstruét interpolacijas polinomu p, (x) jebkuram naturalam skaitlim #?

Izmantosim matematiskas indukcijas principu. Pienemsim, ka p,_,(x) ir n-1 kartas interpo-
lacijas polinoms.

Tadéjadi
Pna (xo ) =Yo> Pua (xl ) =Y P (xn—l ) =Vna
Polinomu p,,(x) uzrakstisim veida

Pu(%) = Put (%) + 84 ()

Y1

Yo

A\

X0 X1

3.2. att. Lineara interpolacija.
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Ta ka p,(x) ir n-tas pakapes interpolacijas polinoms, ir spéka nosacijumi
pn (xO):yO’ pn (xl):yl’ ""pn (xnfl):yn—l’pn (xn):yn

Polinomu p,,_;(x) un p, (x) vértibas punktos x, x;, x5, ..., x,,_; sakrit.

Tas nozimé, ka g,(x;) =0,i=0, 1, ..., n— 1. Polinoms
8n (%)= Py ()= Paa () (3.10)
ir n-tas pakapes polinoms.
Tadgjadi
gn(x)=a,(x—x¢)(x—x)...(x—x,) (3.11)
Lai aprékinatu koeficientu a,, izmantosim (3.10) un (3.11) gadijuma, kad x=x,,:
g = fu=Paa (%)

(%0 ) (X =) (% =X )

kur p,(x,) =1,

Jan=1, iegistam

a, = =
X — X X —X

_fi—po(x) fl_f(:) = f[ %03 ]

Jan=2,ieglstam

0 = fz_Pl(xz) _fz—fo—(xz—xo)f[xo,xlj_ A
2_(x2—x0)(x1—x0)_ (xz—xo)(xl—xo) _f[ 01> 2]

Vispariga gadijuma

kur fxy, x, ..., x;] ir izdalita starpiba ar kartu k.
Tadéjadi
Py (x) = fo +(x—x0)f[x0,x1]+(x—xo)(x—xl)f[xo,xl,x2]+...
+(x—x0 ) (x=2x,)...(x=x,) f %05 X1 0%, | (3.12)
Polinomu p, (x) formula (3.12) sauc par Niutona interpolacijas polinomu.

Atzimésim, ka interpolacijas polinoma pakape ir saistita ar interpolacijas mezglu skaitu. Ja
interpolacijas mezglu skaits ir #, eksisté viens vienigs Nutona interpolacijas polinoms ar kartu
n-1.

Interpolét e*** ar Nutona interpolacijas polinomu. Interpolacijas mezgli ir
%9=0, x; =2, x,=4 un x;="5. Izmantot iegtto polinomu, lai tuvinati aprékinatu e’>.
Atrisinajums.
Pirmkart, noskaidrosim interpolacijas polinoma kartu. Ta ka ir doti Cetri interpolacijas
mezgli, uzdevumu interpolésim ar tre$as kartas Natona interpolacijas polinomu.
Otrkart, aprékinasim funkcijas e®** vértibas punktos x,, X, X, un xs:

fo=e" =1, f, =¢' =2.718282, f, =e® =7.389056, f, = ¢*> =12.182494
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Treskart, aprékinasim izdalitas starpibas, izmantojot 3.1. tabulu.

3.1. tabula. Izdalito starpibu aprékinasana.

STxp %51l ST i1 %10 ST X1 %25 %3]
0.0 1.000000

0.859141
2.0 2.718282 0.3690615

2.335387 0.0900577
4.0 7.389056 0.8193500

4.793438
5.0 12.182494

Skaitli 3.1. tabula ir aprékinati péc formulam:

—fy 2.718282-1.
fTxox )= fith 82-1.000000 _  g59141
X — X, 2.0-0.0
- : ~2.718282
flxx, )= Smh 7389056 2718282 _ 53534,
X, =X 4.0-2.0
x,% |- fl %% | 2. 7-0.859141
fxor21%, |= S} Sl ] 2535387 0859141 _ g0
X, — X, 4.0-0.0

Nitona interpolacijas polinoms ir
p3(x)=1.0+0.859141x +0.3690615x (x —2) +0.0900577x (x —2 ) (x —4)

Funkcijas e’ tuvinata vértiba punkta x=1 ir
P (l) =1.0+0.859141-0.3690615+0.2701731 =1.7602526

Preciza vértiba ir e*°=1.648721. Relativa klada ir 6.76 %.
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3.3. Lagranza interpoldcijas polinoms

Interpolacijas polinomu var pierakstit ari cita veida. To sauc par Lagranza interpolacijas
polinomu.

Lai saprastu Lagranza interpolacijas pamatideju, aplikosim visvienkarsako gadijumu - inter-
polaciju starp diviem dotajiem punktiem (x,, fy) un (x,, f;). Pirmas kartas interpolacijas poli-
nomu p,(x) pierakstisim $adi:

pl(x)=L0 (x)f0+Ll(x)f1, (3.13)
kur
58=5% X—x
L = 1 5 L = 0
’ (X) o =% I(X) X1 =%
Tadéjadi

n(x)=" " fyr 0

0 ™% X1~ %o
Polinomus L(x) un L,(x) sauc par fundamentalajiem interpolacijas polinomiem.

Polinomu L(x) un L,(x) pakape ir tada pati ka polinomam p,(x) (pirmas pakapes polinomi),
turklat katrs polinoms viena interpolacijas mezgla pienem vértibu 0 un vértibu 1 - otra inter-
polacijas mezgla.

Var viegli parbaudit, ka L(x,) =1 un Ly(x,) =0, bet L,(x,) =0 un L,(x;)=1.

Lidzigi otras kartas interpolacijas polinoma grafiks iet cauri trim punktiem (x, f;), (x}, f;) un
(%2 f).

To var pierakstit $adi:

P, (x)=Lo(x) fo + L, (x) fi + Ly (%) for

kur fundamentalie interpolacijas polinomi L(x), L,(x) un L,(x) ir

il Ealesll ) (Gl

(xo—xl)(xo—xz)’ _(xl—xo)(xo—xz)’

Ir redzams, ka
Ly (x9) =1 Ly (x,) =05 Ly (x,) =0
L (x9)=0s Ly (%) =L L (x,) =0
Ly (%) =05 Ly (%) =0; L, (x,) =1

Tadgjadi katrs no polinomiem L,,(x), m=0, 1, 2 ir vienads ar nulli divos interpolacijas mez-
glos un ir vienads ar 1 tresaja punkta.

Otras kartas Lagranza interpolacijas polinoms ir
(x—2x;)(x—x,) (x—xo)(x—xz) (x—2x)(x—x)
fot fi+

xo—xl)(xo—xz) (xl_xo)(xl_XZ) (xz_xo)(xz_x1
Analogiski n-tas kartas Lagranza interpolacijas polinomu var pierakstit sadi:

o (v,

p()=20 I1 7775

(%))

i=0 j=0,j#i

pz(x)=( )fz
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Izmantojot vértibas In9.0=2.1972, In9.5=2.2513, konstruét Lagranza interpo-
lacijas polinomu ar kartu 1 funkcijai y=Inx. Tuvinati aprékinat In9.2 un atrast interpolacijas
kladu (pienemt, ka In9.2=2.2192).

AtrisinGjums.
Definésim vértibas x,=9.0, x; =9.5, f,=2.1972, f;=2.2513 un x=9.2.

Fundamentalo interpolacijas polinomu vértibas punkta x ir

92-95 92-9.0
Ly (x)= 9.0-95 L(x)= 95-90

Izmantojot formulu (3.13), iegtistam
In9.2=p;(9.2)=0.6%x2.1972+0.4x2.2513 =2.2188

0.6; 0.4

Relativa klada ir 1.8 %.
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3.4.Interpolacijas aprekini MATLAB vide

sym2poly(pol) | Noteikt polinoma koeficientus (pol - polinoms) double formata

collect Sagrupét saskaitaimos péc argumenta pakapém

expand(S) Uzrakstit simbolisko izteiksmi S izveérsta veida

Interpolét tabulu, izmantojot Natona interpolacijas polinomu.

ks
=

2.3
3.4
5.1
6.3
7.5
8.2
7.4

N Y o W~

AtrisinGjums.

%% 3.3. piemérs. Nutona interpolacijas polinoms
clc, clearvars, format compact
xnodes = (1:7); vynodes = [2.3,3.4,5.1,6.3,7.5,8.2,7.4];
coef = ynodes; % koeficientu noteiksana (
for k = 2:7 L m = length (xnodes) ; J
coef (k:7) = (coef(k:7) - coef(k-1:6))./..
(xnodes (k:7) - xnodes (1:8-k));
end

Atzimésim, ka skaitlis 7 (ieziméts sarkana krasa ) nosaka interpolacijas mezglu skaitu. Bitu
jaievie§ parametrs (pieméram, m) pirms cikla, lai definétu interpolacijas mezglu skaitu.
Jamaina ari citi operatori skripta, kur 7 ir jaaizstaj ar m, 6 — ar m—-1 utt. Péc labojumiem
skriptu var izmantot uzdevumiem ar citu interpolacijas mezglu skaitu (vienigais parametrs,
kas biis jamaina, ir m).

X; f; f[xj> xj+1] f[xj’ xj+1>xj+2] f[xj) Xt 1> Xjv 2 xj+3] f[xj> Xit 1> Xj4 25 Xj13 Xjpao Xjy 55 xj+6]
x |a1=f
ay =[x, x,]
x| f a3 =flxy, x,, x3]
Slxa, x3] ay =[xy, X, X3, x4]
x3| f3 Sz x3, 4]
Sl x4] flxa, x3, X5 Xs5]
X4 | fa S35 x4, X5] az=f[%1, X5, X3, X g5 X5, Xg5 X7]
Sl xs] Slxs, X4, x5, X¢]
x5 | fs flxg x5, %]
Jlxs, 6] flxgs x5, X6 X7]
X6 | Jo flxs, X6, 7]
flxe> X7]
x| f7
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f[xl’xz J:—fz —/

Xy =X

x3]= f[xz,x3 ]_f[xl’xZ:I

X3 =%

fl:xl’XZ’

Koeficientu a,, a,, as, ..., a; aprékini tabula ir paraditi cikla (sk. ciklu for).

Tie ir izdalitas starpibas (sk. informaciju sarkanaja taisntari).

% 3.3. pieméra turpinajums
syms x
pol = coef(7); % polinoma konstruésana
for k = 6:-1:1

pol = pol* (x-xnodes (k))+coef (k) ;
end

pol=a,(x—xg)(x—x5)(x—x,)...(x—x ) +ag (x—x5)(x—x,)...(x—x ) +...
tay (x=x) ) (x—x) ) +a, (x—x ) +a  Py(x)

Mainigais pol ir sestas kartas Natona interpolacijas polinoms.

% 3.3. pieméra turpinajums

polyn(x) = collect(pol) % vai - polyn(x)= expand(pol)
coefpol = sym2poly(polyn) % polinoma koeficienti (formata double)

polyn(x) =
(31*x%6) /7200 - (269*x"5) /2400 + (1649*x”~4)/1440 -(937*x~3)/160 +
(28081*x~2) /1800 - (11209*x)/600 + 51/5
coefpol =
0.0043 -0.1121 1.1451 -5.8563 15.6006 -18.6817 10.2000

Aprékinu rezultati rada starpibu starp polinoma pierakstu formata double un simbolisko pie-
rakstu. Tabula ir septini punkti, un tas nozimé, ka interpolacijas polinoms ir sestas pakapes.

Pirmais koeficients (0.0043) ir koeficients pie x°, skaitlis —0.1121 ir koeficients pie x° utt.

% 3.3. pieméra turpinajums

x pr = 1:0.01:7;

plot (x pr,polyn(x pr),'r-',xnodes,ynodes, 'ob', 'LineWidth', 3)
title('NGtona interpolacijas polinoms')

legend('polinoms', 'mezgli'), grid on

fun prob3(coefpol) % polinoma drukasana

'e A

Atbilde.
Nutona 6. kartas interpolacijas polinoms:
+0.0043x%6 -0.1121x~5 +1.1451x"4 -5.8563x"3 +15.6006x*2 -18.6817x"1
+10.2000x”*0

Lai izdrukatu polinomu, izmanto aréjo funkciju fun _ prob3.

% aréja funkcija (3.3. piemérs). Interpolacija
% polinoma drukasana
function fun prob3 (koef)

m = length (koef);
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fprintf ('\n Atbilde. \n Natona %$.0f. kartas',m-1)

fprintf (' interpolacijas polinoms: \n ')
n =m-1;
for i = 1:m

if koef (i) < O
fprintf (' %.4fx"%.0f',koef (1),n)
else
fprintf (' +")
fprintf ('%.4£fx"%.0£f"',koef (1),n)
end
n = n-1;
end
fprintf ('\n")
end

Atzimésim, ka interpolacijas polinoma grafiks iet caur visiem punktiem tabula (interpolacijas
klada visos interpolacijas mezglos ir nulle).

Natona interpolacijas polinoms

T T T T T

—PO/inOMS

Q mewi

2 1 L L 1 1
1 2 3 4 5 6 7

3.3. att. Interpolacijas polinoma grafiks kopa ar konkrétas funkcijas tabulveida grafiku.
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Interpolét funkciju In(1+x?), izmantojot Nitona interpolacijas polinomu.
Interpolacijas mezgli ir x,=0, x, =1, x, =2, x3=3. Uzzimét interpolacijas kladas grafiku.

Atrisingjums. Interpolacijas polinoms ir ar kartu tris (doti cetri interpolacijas mezgli). Apreé-
kinasim dotas funkcijas vértibas interpolacijas mezglos.

%% 3.4. piemérs. Nutona interpolacijas polinoms
clc, clearvars, format compact, close all

Syms x
y = @(x)log(l+x."2);
xnodes = (0:3); ynodes = y(xnodes);
Punkti péc operatora ynodes = y(xnodes) nosaka, ka aprékinu modulis (Natona inter-

polacijas polinoma konstruésana) paliek tads pats ka 3.3. pieméra (pie nosacijuma, ka ir defi-
néts parametrs m, kas ir vienads ar interpolacijas mezglu skaitu).

polyn(x) =
- (1339932286065071*x"3) /18014398509481984+(6029695287292821
*x72)/18014398509481984 + (974608316887871*x)/2251799813685248
coefpol =

-0.0744 0.3347 0.4328 0

% 3.4. pieméra turpindjums

x pr = xnodes (1) :0.01:xnodes (m) ;

plot (x pr,polyn(x pr),'r-',x pr,y(x pr),'k--',xnodes,ynodes, 'ob', ...
'LineWidth', 3)

title('NGtona interpolacijas polinoms')

legend('polinoms','y = 1In(1+x"2)"', 'mezgli') , grid on

fun prob3(coefpol)

Atbilde.
Nutona 3. kartas interpolacijas polinoms:
-0.0744x~3 +0.3347x"*2 +0.4328x*1 +0.0000x*0

% 3.4. pieméra turpinajums
figure % interpolacijas kludas grafiks
plot(x pr,y(x pr)-polyn(x pr),'g:", 'LineWidth', 3)

title('Interpolacijas kliuda'), grid on

Natona interpolacijas polinoms

25

— DOliNOMS
- = y=In(1+x?)
O mezgli

3.4. att. Interpolacijas polinoma grafiks un dotas funkcijas grafiks.
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x1

% 3.4. pieméra turpinajums

0:0.01:10;

plot(x1l,polyn(x1l),'r-',x1,y(x1l), 'k==","LineWidth"', 3)
title('x vértibas arpus interpolacijas intervala')
legend('polinoms', 'y

log (1+x*2) "),

figure % x vértibas arpus intervala, kur ir doti interpolacijas mezgli

grid on

3.6. attéla redzams, kas var notikt ekstrapolacijas rezultata (interpolacijas polinoma grafiks ir
paradits intervala [0,10], bet interpolacijas mezgli ir doti intervala [0,3]). Interpolacijas kltda
var buatiski palielinaties, ja interpolacijas polinomu izmanto arpus intervala, kur ir doti inter-
polacijas mezgli.

Interpolacijas klada
0.04
T T T T T
PLLS
*
o* ‘e
002 | K 0” 4
& *
0 .
0 .
0 .
0 .
*
0 . * i
' ~ . o
] N A L
B N .
- . 0
& * L
» 0 . 0
. D *, .
- - Ll L4
002 |5 - o, A
- U . *
- L * *
- . . -
- o Yan*
- L]
Ll
004 | % a i
- Ll
- L4
. .
-
. .
- LA
006 | = N 4
- D
. 0
. Q
\d o
" l.
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3.5. att. Interpolacijas kladas grafiks.

x vértibas arpus interpolacijas intervala
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3.6. att. Interpolacijas polinoma un funkcijas grafiki intervala [0,10].
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Konstruét funkcijas f (x) = \/ﬁ tabulu intervala [1,5] ar soli Ax= 1.~Inter-
polét tabulu ar Nitona interpolacijas polinomu (apzimésim interpolacijas polinomu ar f (x)).
 Atrast interpolacijas polinoma koeficientu pie x°.
« Apreékinat interpolacijas polinoma vértibu punkta x,=2.5.
« Aprékinat interpolacijas kladu ‘f (x0)—f (% )‘
 Atrast interpolacijas kladu punkta x=3.

Atrisindjums.

%% 3.5. piemérs. Nutona interpolacijas polinoms.
clc, clearvars, format compact, close all
syms x, f = @(x)sqrt(2+x."7);

xnodes = (1:5); ynodes = f (xnodes); coef = ynodes; ( m = length(xnodes)-}
for k = 2:5 ’
coef (k:5) = (coef(k:5) - coef(k-1:4))./...

(xnodes (k:5) - xnodes(l:6-k));
end
pol= coef (5); % polinoma konstruésSana
for k = 4:-1:1
pol = pol* (x—-xnodes (k))+coef (k) ;
end

oe

simboliska funkcija
polinoma koeficienti

polyn(x) = collect(pol);
coefpol = sym2poly (polyn)
int res = double(polyn(2.5)) polinoma vértiba punkta x0=2.5

f res = £(2.5) funkcijas vértiba punkta x0=2.5
int _error = abs(int res-f res) % interpolacijas klidda punktda x0=2.5

o0 oP

oe

coefpol =
0.1803 1.5508 -0.9539 -1.0284 1.9832
int_res =
24.7237
f res =
24.7457
int_error =
0.0220

% 3.5. pieméra turpinajums
disp ('Atbilde:")

disp(['l) koef x72 = ', num2str (coefpol(3))])

disp(['2) interpolacijas rezultdts punkta (2.5) = ', num2str(int res)])
disp(['3) interpolacijas kluda punkta (2.5) = ', num2str(int error)])
disp('4) interpolacijas kluda punkta (x=3) = 0'")

disp('ta ka punkts x=3 ir interpolacijas mezgla punkts')

Atbilde:

1) koef x"2 = -0.95385

2) interpolacijas rezultats punkta (2.5) = 24.7237
3) interpolacijas klada punkta (2.5) = 0.022047

4) interpolacijas kluada punkta (x=3) = 0

ta kd punkts x=3 ir interpolacijas mezgla punkts

Atzimésim, ka 3.5. pieméra redzamaja skripta ir izmantotas konstansu absolatas vértibas
(pieméram, skaitlis 5 nosaka interpolacijas punktu skaitu).

Ir ieteicams modificét skriptu ta, lai batu vieglak mainit interpolacijas mezglu skaitu (sk.
komentarus pie 3.3. pieméra atrisinajuma).
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MATLAB vidé interpolacijas uzdevumu var atrisinat, izmantojot komandu interpl.

Lineara interpolacija
o x (vektors) satur interpolacijas mezglus
v = interpl(x,y, xs) o vy (vektors) satur funkcijas vértibas interpolacijas mezglos

 xs (vektors) satur punktus, kuros konkréta funkcija ir
jainterpolé

Interpolacijas metodes

o 'spline’ splaina interpolacija

v = interpl(x,y,xs,metode) |, 'pchip’ interpolacija ar tresas pakapes Ermita polino-
miem katra apaksintervala

» 'cubic’ interpolacija ar tresas kartas polinomiem

Interpolét doto funkciju tabulveida. Interpolacijas mezgli ir

(orrmnmn
bl 8 b 6 b 4 bl 3 b 2 .
Funkcijas vértibas interpolacijas mezglos ir y=(0,0.7486, 0.9286, 0.8849, —0.1010,0.67). Izman-
tot komandu interpl un Ermita interpolaciju. Uzzimét interpolacijas kladas grafiku.
Atrisindjums.

Lai ilustrétu problémas ar interpolacijas metodi, ir izvéléta funkcija y=sin (x’ +2x). Funkci-
jas vértibas interpolacijas mezglos (y=(0,0.7486, 0.9286, 0.8849, —0.1010,0.67)) 3.6. piemeéra ir
funkcijas y=sin (x’ + 2x) vértibas punktos

%% 3.6. piemérs. Ermita interpolacija (interpl)
clc, clearvars, format compact, close all

xnodes = [0 pi/8 pi/6 pi/4 pi/3 pi/2] ; % 6 interpolacijas mezgli
ynodes = [0 0.7486 0.9286 0.8849 -0.1010 0.67];
f = Q@(x)sin(x.”"3+2*x); % vektora ynodes komponentes ir funkcijas vértibas

% vektors x satur punktus, kuros ir jaaprékina interpolacijas polinoma
% vértibas

x = linspace(0,pi/2,200); y = interpl (xnodes, ynodes,x, "'pchip');
plot(x,y,'r-',xnodes,ynodes, 'ob',x,f(x), 'k-"', 'LineWidth', 3)
legend('interpolacijas polinoms', 'mezgli','y = sin(x"3+2x)")
title('Ermita interpolacija( interpl )'), grid on

Ermita interpolacija ( interp1)

mm— interpolacijas polinoms

(] mezgli T

— Y = SINOC + 2X)

3.7. att. Interpolacijas polinoma un funkcijas y = sin (x* + 2x) grafiki.
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% 3.6. pieméra turpinajums
figure % Uzzimét interpolacijas kludas grafiku
plot(x,f(x)-y,'g:", 'Linewidth', 3)
title('Interpolacijas kltada'),

grid on
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3.8. att. Interpolacijas kludas grafiks.

3.7. un 3.8. attéls ilustré interpolacijas iespéjamas problémas. Interpolacijas klada ir pietie-
kami liela intervala (1, 1.6). Viens logisks risinajums batu palielinat interpolacijas mezglu
skaitu.

Ja mainigos xnodes un ynodes 3.6. pieméra aizstaj ar operatoriem, tad iegust $adu rezul-
tatu (sk. 3.9. attélu).

%% 3.6. pieméra turpinajums
clc, clearvars, format compact, close all
xnodes linspace (0,pi/2,20); %

.

= 20 interpolacijas mezgli
f = @(x)sin(x."3+2*x);

ynodes = f (xnodes) ;
Ermita interpolacija ( interp1)
! T T T T T T

= interpolacijas polinoms

08 '

r O mezgli 7

Y = SiN(X® + 2x)

06

0.

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

3.9. att. Interpolacijas polinoma un funkcijas y=sin (x> + 2x) grafiki.
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Interpolacijas klada
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3.10. att. Interpolacijas kladas grafiks.

Tadéjadi, palielinot interpolacijas mezglu skaitu 3.6. pieméra, iegtist precizaku interpolacijas
modeli.

Vai ta ir vienmer?

Atbilde uz So jautajumu ir negativa.

Apliukosim divus klasiskus piemérus, kas ir saistiti ar polinomialo interpolaciju vienmériga
rezgl. Pirmais piemérs ir Runges piemers.

Runge 1901. gada interpoléja funkciju f(x) intervala [-1, 1] vienmériga rezgi ar
konstantu attalumu starp interpolacijas mezgliem.
1
f(x)=——
(x) 1+25x°

Atrisinajums.
Apliukosim Lagranza interpolacijas polinomu ar kartu 6 (skripts ir paradits zemak). Interpo-
lacijas polinoma un funkcijas grafiki ir paraditi 3.11. attéla.

%% 3.7. piemérs. (Runges piemérs)
clc, clearvars, format compact, close all
% vienmérigais reZgis ar 7 punktiem intervala [-1,1]
xnodes = linspace(-1,1,7);
y = @(x)1./(1+25*x.72); ynodes=y (xnodes) ;
coef = ynodes; m = length (xnodes);
syms x
pol =
for k
w = 1;
for j = [1l:k-1 k+l:m]
w = (x-xnodes (j))/ (xnodes (k) -xnodes (j)) *w;

0; % Lagranza interpolacijas polinoms
= 1:mm

end
pol = pol + w*ynodes (k) ;
end
polyn(x) = collect(pol);
coefpol = sym2poly(polyn) % polinoma koeficienti

coefpol =
-13.1349 0 20.9574 0 -8.7841 0 1.0000
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% 3.7. pieméra turpinajums

x pr = -1:0.01:1;

plot(x pr,polyn(x pr),'r-',x pr,y(x pr),'k--',xnodes,ynodes, 'ob", ...
'LineWidth', 3)

title('Lagranza interpolacijas polinoms ar kartu n=6")

legend('polinoms', 'y=1/(1+25*x72) "', 'mezgli'), grid on

Lagranza interpolacijas poli ar kartu n=6
1 T T T T T T T T
m—— polinoms
= wm y=1/(1+25*%?)
08 © mezgli -
0.6
0.4
0.2
0
-0.2 1 1 1 | 1 | 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
3.11. att. Interpolacijas polinoma un funkcijas grafiki (interpolacijas mezglu skaits ir 7).

Q

% 3.7. pieméra turpinajums

figure % Uzzimét interpolacijas kludas grafiku
plot(x pr,y(x pr)-polyn(x pr),'g:", 'LineWidth"', 3)
title('Interpolacijas kliada'), grid on
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3.12. att. Interpolacijas kladas grafiks.

Ka var redzét 3.12. attéla, interpolacijas klada ir diezgan liela visa intervala [-1, 1]. Lai uzla-
botu situaciju, palielinasim interpolacijas mezglu skaitu (no 7 punktiem, kas atbilst polino-
mam ar kartu 6, 1idz 21 punktam, kas atbilst polinomam ar kartu 20). Rezultats ir paradits
3.13. un 3.14. attéla.
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coefpol =

260178.630972 0.000000 -1012094.874480 0.000000 1639177.410848
0.000000 -1442944.963439 0.000000 757287.092775 0.000000
-245249.283925 0.000000 49317.542913 0.000000 -6119.219949
0.000000 470.846227 0.000000 -24.143480 0.000000
1.000000

Interpolacijas klada ir pietiekami maza intervala vidusdala, bet ta loti strauji aug pie intervala
galapunktiem. Lielaka interpolacijas mezglu skaita gadijuma oscilacijas ar lielako amplitadu
paradas pie intervala galapunktiem.

-30

-40

-60

Lagranza interpolacijas p ar kartu n=20
T T T T T T T T T
m——polinoms
o - my=1/(1+25*x2)
© mezli .T
1 Il 1 Il 1 Il 1 Il 1
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3.13. att. Interpolacijas polinoma un funkcijas grafiki (interpolacijas mezglu skaits ir 21).
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Vél viens piemérs, kas ilustré problémas ar polinomialo interpolaciju vienmeériga rezgi, ir
Bernsteina piemeérs.

Bernsteins 1916. gada interpoléja funkciju y =|x| intervala [-1,1] ar Lagranza
interpolacijas polinomiem vienmeériga rezgi.
Atrisindjums.

legutie rezultati ir loti 1idzigi Runges pieméram (interpolacijas polinomu grafiki ir paraditi
turpmak).

coefpol =
4.0500 0 -6.7500 0 3.7000 0 0
coefpol =
75.3520 0 -167.9274 0 128.3999 0 -41.2809
0 6.4563 0 0

Tadgjadi interpolacija ar augstaku kartu polinomiem nav laba ideja. Ir zinams, ka interpolaci-
jas mezglu skaits 7 ir tiesi saistits ar interpolacijas polinoma pakapi (n - 1).

Lagranza interpolacij; i ar kartu n=6
! T T T T T T T T T
— POlinoms
0.9 \ Y= abs(x)
"
0 | \ Q mewi |
\ /
07 | i
0.6
L \ / i
05 | \ / .
e | \ / ]
03 | i
02 | \ / i
01 | \ / |
/
0 L L L L L L L L
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3.15. att. Interpolacijas polinoma un funkcijas grafiki (interpolacijas mezglu skaits ir 7).
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Interpolacijas klada
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3.16. att. Interpolacijas kluda.

Lagranza interpolacijas polinoms ar kéartu n=10
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3.17. att. Interpolacijas polinoma un funkcijas grafiki (interpolacijas mezglu skaits ir 11).
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3.18. att. Interpolacijas klada.
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3.5. Splainu interpolacija

Jautajums: ko darit, ja interpolacijas mezglu skaits ir liels?
Laba polinomialas interpolacijas alternativa ir splainu interpolacija.
Pienemsim, ka y=f{(x) ir nepartraukta intervala [a, b]. Par kubisko splainu (kas atbilst funkci-
jai f(x) un interpolacijas mezgliem a=x,<x; <x,<...<x(,_;)<x,=b) sauc funkciju s(x), kurai
piemit $adas ipasibas:

(a) katra apak$intervala (x;_;y, x;), i=1,2, ..., n tair treSas pakapes polinoms;

(b) funkcijas s(x), s'(x) un s"(x) ir nepartrauktas intervala (a, b);

() s(x)=flx),i=1,2,...,n-1
Tadgjadi, izmantojot kubiska splaina interpolacijas metodi, doto tabulu interpolé ar tresas
kartas interpolacijas polinomu katra apaksintervala (tas nozimé, ka katra apaksintervala
ir definéts polinoms ar koeficientiem a;, b;, ¢; un d;). Koeficientus izvélas ta, lai polinomiem
S;+1 un S; (sk. 3.19. attélu) punktos x; sakristu ne tikai vértibas, bet ari pirmas un otras kartas
atvasinajumi.

_ 3 2
Si1 =X b X" +ex+dy,

f (xi)

S, =a,x’ +bx’ +c¢x+d,

Y

@ 2l 2 Xit1 b

3.19. att. Splainu interpolacija.
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3.6.Aprekini MATLAB vidé. Splainu interpoldcija

Interpolét uzdevumu 3.8. pieméra ar splainiem. Izmantot 11 interpolacijas
mezglus.

Atrisinajums.

(x vektors) satur punktus,
kuros dota funkcija ir
jainterpolé

%% 3.9. piemérs.
clc, clearvars,
f = @(x)abs(x);
xnodes = linspace(-1,1,11);
x = linspace(-1,1,200)5
y = interpl (xnodes, ynodes, x, 'spline');
plot(x,y,'r-',x,f(x), " 'k--',xnodes, ynodes, 'ob"', 'LineWidth"', 3)
legend('splains', 'y = abs(x)', 'mezgli')

title('Splainu interpolacija')

grid on

Splainu interpolacija
format compact, close all

f (xnodes) ;

Sk. 3.20. attélu.

% 3.9. pieméra turpinajums

figure

plot(x,f(x)-y,'g:"', 'LineWidth', 3)
title('Interpolacijas kltda')
grid on

Sk. 3.21. attélu.

Ka redzams 3.20. un 3.21. attéla, splainu interpolacijas klada ir diezgan maza visa intervala.

Splainu interpolacija
1

—SPIaiNS
0.9

— Y= abS()

° mezgli

0.8

0.7

0.6

0.5

04

0.3

0.2

0.1

3.20. att. Interpolacija ar kubiskajiem splainiem (Bernsteina piemérs).
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3.21. att. Interpolacijas klada (Bernsteina piemérs).
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Izveidot funkcijas f (x) =2+’ vienadi attalinatu vértibu tabulu intervala
[1; 5] ar soli Ax= 1. Interpolét $o tabulu ar kubisko splainu.

 Atrast interpolacijas rezultatu punkta x,=2.5.
« Kada ir interpolacijas klada ‘f (x0)—f (xo )‘, kur j‘(xo ) ir interpolacijas rezultats?

» Kada ir interpolacijas klada punkta x; =32

%% 3.10. piemérs. Splainu interpolacija
clc, clearvars, format compact, close all

£ = @(x)sart (2+x.77) ; punkts, kura jainterpolé
xnodes = (1:5); ynodes=f (xnodes); dotd funkcija
x0 = 2.5;

int res=interpl (xnodes, ynodes, x0, 'spline'), f res=f (x0)
int error=abs (int res-f res)

int res =
24.6899
f res =
24.7457
int error =
0.0558

% 3.10. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")

disp(['l) interpolacijas rezultats punkta (2.5) = ', num2str(int res)])
disp(['2) interpolacijas kl@ida punktd (2.5) = ', num2str(int error)])
disp('3) interpolacijas kltda punkta (x=3) = 0, ')

disp('tda ka punkts x=3 ir interpolacijas mezgla punkts')

Atbilde:

1) interpolacijas rezultats punkta (2.5) = 24.6899
2) interpolacijas kluda punkta (2.5) = 0.055847

3) interpolacijas kluda punkta (x=3) = 0,

ta ka punkts x=3 ir interpolacijas mezgla punkts
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UZDEVUMI PATSTAVIGAI RISINASANAI

Doti 11 punkti un funkcija y(x):

i —10
xi=110 , i=12,..,11 y_erf \/,J‘exp —? dt

Aprékinat funkcijas y(x) vértibas punktos x; ar MATLAB (izmantot funkciju erf(x)). Kons-
truét Natona interpolacijas polinomu ar mezgliem punktos x;. Uzzimét funkcijas y(x) un
interpolacijas polinoma grafikus intervala [x,, x;;]. Uzzimét interpolacijas kladas grafiku.

xnodes =
-0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1

coefpol =
0.00181541515740166 0.0069918242700413 0.000906336611899692
-0.0266590509872253 -1.4286111822919e-05 0.112819181917734
-3.51775511226493e-06 -0.376126475297803 3.56816715189406e-08
1.12837916960677 -4.14766951339907e-17

Atbilde. Nitona interpolécijas polinoms:

03

04

0.001815%x710+0.006992x"9+...+1.128379%x-4.147669*10" (-17)

0.1

0.2

Nitona interpolacijas polinoms

— polinoms
- = erfx)

0 rw

-0.8

-0.9 1

-4

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

05

-06

-0.7

0.2

3.23. att. Interpolacijas kladas grafiks.
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Izveidot funkcijas f(x)=x’v/cosx+x vienadi attalinatu vértibu tabulu

intervala [3; 8] ar soli Ax=1. Interpolét $o tabulu ar Nutona interpolacijas polinomu.

o Atrast interpolacijas rezultatu punkta x;,=6.5.
« Kads ir interpoléjosa polinoma koeficients pie mainiga tresas pakapes?
« Kada ir interpolacijas klada ‘f‘ (xo ) -f (xo )‘, kur f (xo ) ir interpolacijas rezultats?

» Kada ir interpolacijas klida punkta x, =62

coefpol =
1.0e+03 *
0.0003 -0.0079 0.0910 -0.4571 1.0826 -0.9793

int_res =
750.5564
f res =
750.9167
int_error =
0.3603

Atbilde:

1) interpolacijas rezultats punkta (6.5) = 750.5564
2) koef x*3 = 91.0175

3) interpolacijas klada punkta (6.5) 0.36029

4) interpolacijas kluada punkta (x=6) o,

ta kd punkts x=6 ir interpolacijas mezgla punkts

EENTE M zveidot funkcijas f(x)=x’~/cosx+x vienadi attalintu vértibu tabulu

intervala [3; 8] ar soli Ax=1. Interpolét So tabulu ar kubisko splainu.

o Atrast interpolacijas rezultatu punkta x;,=6.5.
« Kads ir interpoléjosa polinoma koeficients pie mainiga tresas pakapes?
« Kada ir interpolacijas klada ‘]7 (xo ) —f (xo )‘, kur f (xO ) ir interpolacijas rezultats?

» Kada ir interpolacijas klida punkta x, =62

int_res =
750.3019
f res =
750.9167
int_error =
0.6148

Atbilde:

1) interpolacijas rezultats punkta (6.5) = 750.3019
2) interpolacijas kluda punkta (6.5) = 0.61485

3) interpolacijas kluda punkta (6) = 0,

ta ka punkts x=6 ir interpolacijas mezgla punkts.
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Funkcija ir dota ar tabulu:

X 2.1 2.6 3.1 3.6 4.1 4.6 5.1 5.6
Yi 2.15 3.35 3.87 4.15 3.74 3.30 2.71 2.33

Interpolét doto funkciju, izmantojot interpolacijas polinomu un kubisko splainu. Uzzimét
viena attéla dotas funkcijas, interpolacijas polinoma un kubiska splaina grafikus.

coefpol =
1.0e+03 *
0.0002 -0.0049 0.0555 -0.3470 1.2783 -2.7741 3.2845 -1.6349

Atbilde. Niutona interpolacijas polinoms:
+0.1788x"7-4.8514x"6+55.5182x75-347.0099x*4+1278.3078x"3
-2774.0712x72+3284.5027x"*1-1634.9137x*0

Natona interpolacijas polinoms un splains
45

T T T T T T T

s—Polinoms

mmm mm splains

O rew

2 1 1 1 1 1 1 1
2 25 3 35 4 45 5 55 6

3.24. att. Interpolacijas polinoma un splaina grafiki.

Funkcija ir dota ar tabulu:

X -1.000 -0.960 -0.860 -0.790 0.220 0.500 0.930
Vi -1.000 -0.151 0.894 0.986 0.895 0.500 -0.306

Ir janovérté y(x) intervala [-1, 0.93], izmantojot interpolacijas metodes.
a) Atrast sestas pakapes interpolacijas polinomu un uzzimét polinoma grafiku.
b) Atrast kubisko splainu, kas interpolé dotos punktus, un uzzimét splaina grafiku.
¢) Kuru metodi labak izmantot funkciju interpolacijai? Uzzimét polinoma un splaina gra-
fikus viena attéla.

3.5. uzdevums vélreiz ilustré problémas ar polinomialo interpolaciju, ja funkciju interpolé
ar augstaku kartu polinomiem. Saja gadijuma polinomam var biit vairaki ekstrémi (sk.
3.27. attélu), kas noved pie lielam interpolacijas kladam intervalos starp ekstréma punktiem.
Seit ir rekomendéjama interpolacija ar splainiem.

3.5.a)

coefpol =
0.0436 16.0767 -0.0484 -20.1005 0.0169 5.0295 -0.0064

Atbilde. Niutona interpolacijas polinoms:
+0.0436x"6+16.0767x75-0.0484x74-20.1005x*3+0.0169x*2+5.0295%x*1-0.0064x"0

L
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Natona interpolacijas polinoms

1.5
T T T T T T T T T
— Polinoms

° mezgli
T E -
05 | il
oL -
05 il
! & 1

1.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 0.8 1

3.25. att. Interpolacijas polinoma grafiks.
3.5.b)

Splaina interpolacija

T T T T T T T T T

mmm o SPlains

° mezgli

~—
/

05 | ‘ i

I
I

“H N
P \
1
I

05 i
- -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1
3.26. att. Splaina grafiks.
3.5.¢)
Natona interpolacijas polinoms un splains
T T T T T T T T T
15 | i
— polinoms
m— wm Splains
Q e
—
1L - = -~ il
05 | i
0
-0.5 -
Y S
- -0.8 0.6 0.4

3.27. att. Interpolacijas polinoma un splaina grafiki.
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Interpolét tabulveida doto funkciju, izmantojot komandu interpl.

Interpolacijas mezgli ir x=-3:0.5:3; funkcijas vértibas ir y=(-1, -1 ,-1, -0.98, -0.79, -0.46, 0,
0.46,0.79,0.98, 1, 1, 1).

Izmantot Ermita un splaina interpolaciju. Uzzimét Ermita polinoma un splaina grafikus
viena attela.

Ermita interpolacija un splains

—SPlains

mmm  wm Emita interpolacia

° mezgli

-1.5 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

3.28. att. Interpolacijas polinoma un splaina grafiki.

Izveidot funkcijas f(x)=x" cos (%/x—2 ) vienadi attalinatu vértibu tabulu
intervala [2;6] ar soli Ax=1.

a) Interpolét $o tabulu ar Natona interpolacijas polinomu. Atrast interpolacijas rezultatu

punkta x,=2.5.

b) Kads ir interpoléjosa polinoma koeficients, ja mainigais ir tresaja pakapé?

¢) Kada ir interpolacijas klada ‘]7 (xo ) —f (xo )‘, kur f ( X, ) ir interpolacijas rezultats?

d) Interpolét $o tabulu ar kubisko splainu. Atrast interpolacijas rezultatu punkta x,=2.5.

e) Kada ir interpolacijas klada ‘j? (xo ) —f (xo )‘, kur f (xo ) ir interpolacijas rezultats?

f) Kada ir interpolacijas klada punkta x, =4?

3.7.a),b), ¢
coefpol = pol_res =
0.0648 -0.6556 0.1888 2.9796 -2.5726 -1.6566
f res =
-1.6744
pol_error =
0.0178
Atbilde:

a) Nutona interpolacijas polinoms:
+0.0648x"4-0.6556x"3+0.1888x%2+2.9796x*1-2.5726x"0
interpolacijas rezultats punkta (2.5) = -1.6566

b) koef x*3 = -0.65564
c) interpolacijas klada punkta (2.5) = 0.017804
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3.7.d),e),f)

spl_res =
-1.6202

f res =
-1.6744

spl_error =
0.0543

Atbilde:

Kubiskais splains

d) interpolacijas rezultats punkta (2.5) = -1.6202
e) interpolacijas kliada punkta (2.5) 0.054252

f) interpolacijas kluda punkta (x=4) = 0,

ta ka punkts x=4 ir interpolacijas mezgla punkts
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APROKSIMACIJA
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4. Interpolacijas un aproksimacijas salidzinajums

Aplikosim punktu kopu (x;, y1), (x5, ¥5), ..., (X, ¥,), kur x ir neatkarigais mainigais un
y=y(x) ir funkcija no x.

5 Vi
X1 N1
X2 V2
X2 V2
xi’l yi’l
Pienemsim, ka funkcijas vértibas y;=y(x;), i=1, 2, ..., n satur kladas (pieméram, tas ir iegitas

eksperimenta rezultata). Pienemsim ari, ka x nav vienigais mainigais, kas var ietekmét y.

Formulésim uzdevumu: atrast funkcijas y(x) tuvinatas vértibas citos punktos, kas nav ieklauti
tabula.

Interpolacijas metode $eit neder!

Lai aproksimétu y(x), aplikosim funkciju ¢(x, a,, a,, ..., a,,), kur a,, a,, ..., a,, ir nezinamie
parametri.

Starpiba starp interpolacijas un aproksimacijas uzdevumiem ir redzama 4.1. attéla.

Abos gadijumos ir dota funkcijas vértibu tabula un lietotajs izvélas funkciju @(x, a;, a,, ...,
a,,), kas ir atkariga no nezinamajiem parametriem a;, a,, ..., a,,.

Interpolacijas metodé ir pienemts, ka dotas funkcijas vértibas visos punktos x=x; sakrit ar
interpoléjosas funkcijas ¢(x, a;, a,, ..., a,,) vértibam. Nezinamo parametru skaits m interpo-
lacijas uzdevuma sakrit ar interpolacijas mezglu skaitu n. Interpoléjosas funkcijas grafiks iet
caur visiem punktiem tabula.

Aproksimacijas uzdevuma nezinamo parametru skaits m parasti ir ievérojami mazaks neka
punktu skaits tabula. Pavisam citu kritériju izmanto, lai aprékinatu parametrus a,, a,, ...,
a,,. Konstruésim funkcijas ¢(x, a;, a, ..., a,,) grafiku ta, lai grafiks batu “péc iespéjas tuvak”
punktiem tabula. Protams, ir japrecizé, ko tas nozimé.

Uz bridi pienemsim, ka parametri a;, a,, ..., 4,, izteiksmé ¢(x, a,, a, ..., a,,) ir zinami. Tad
varam aprékinat aproksimacijas kladu ¢; katra punkta x=x;: €;=y,- ¢(x;, a;, a,, ..., a,,). Lidz

ar to varam konstruét vektoru €= (g, €,, ..., €,)".
Interpolacija Aproksimacija
A A
yn 7777777777777777777777777 |
|
|
777777777777777 |
Y4 o |
| |
yaf . | | |
V3| o =0 | | ‘
e [ \
)1 | [ : } [
| |
| } I } I |
I | | I |
(- | | } |
Xp Xy X3 X4 X5 Xn
Vi=0(x; ay, Ay, ..r ay); i=1 0,0 y=¢(x ap, a,, ..., a,,)
m=n m<n

4.1. att. Interpolacija un aproksimacija.
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4.2. Aproksimacijas mazako kvadratu metode

Formulésim uzdevumu: atrast tadas parametru a;, a,, ..., 4,, vértibas, kas minimizé normu
”8" (vai normas kvadratu). Ir zinams, ka var izmantot dazadas normas. Turpmak aplakosim
vienu no popularakajam normam:

lel, = Vel +&5 +...+¢5.
So aproksimacijas metodi sauc par mazako kvadratu metodi.

Aplikosim visvienkarsako aproksimaciju — aproksimaciju ar linearu funkciju:
y =ay+a;x+¢, kur ¢ ir klada starp modeli un tabula doto funkciju.

A

Vi

\J

4.2, att. Aproksimacija ar mazako kvadratu metodi.

Klada parasti nav ieklauta modela formuléjuma, bet vienmeér tiek pienemts, ka klada ir.
Klada punkta x=x;ire; = y; -y, = y; —a, —ax;.

Kladas normas kvadrats ir
n

n
”8"; = Zgzz = Z(yi —dy 4 X; )2- (4.1)
=i

i=1
Izteiksme formulas (4.1) labaja pusé ir divu argumentu a,, un g, funkcija.
Tadéjadi mazako kvadratu metodi var formulét ka minimizacijas uzdevumu funkcijai (4.1).

- 2 o ¢ = STl el 5 - T
Funkcijas ”8"2 minimums var bat tikai stacionarajos punktos, kuros abi funkcijas (4.1) pirmas
kartas atvasinajumi péc mainigajiem a, un a, ir vienadi ar nulli. Pielidzinot atvasinajumus
nullei, iegtistam

ol o © el - (4.2)
aao ’ Gal ' .
Rezultats ir 5
Olle L
(LLEZ :_Zg(yi—ao—alxi)ﬂ *.3
olel?
lell, _ Sl = (4.4)
oa, i=1

Sistému (4.3), (4.4) var parrakstit $adi:

n

ayn+ Zn:xi = Z)'i (4.5)
i=1

i=1

n n n
4 zxi T4 lez = in)’i (4.6)
i=1 i=1 i=1
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Sistémas (4.5), (4.6) atrisinajums ir

_ Z?zlin?zle _Z:l:lxiz,ilxi}’i
nzz lx’ _(Z, 1 1)

“ BOX. o ) 1212 2 4.8)
nzl lx’ _(z, 1 l)

Lai novértétu linearas aproksimacijas precizitati, izmantosim summas:

4.7)

- SST= Z( ¥i— })2 (kopéja novirzu kvadratu summa);
i=1

noa 2
- SSR= Z( Y, — }) (novirzu kvadratu summa, ko izskaidro modelis);

i=1
n

A 2
- SSE= Z( Yi—y i) (novirzu kvadratu summa, ko neizskaidro modelis).
i=1

Var pieradit, ka
SST=SSR+ SSE. 4.9)
Dalot (4.9) ar SST, iegtistam
SR S5E o
SST SST
Pirmo locekli formulas (4.10) labaja pusé sauc par determinacijas koeficientu:
R = SSR
SST

Determinacijas koeficients rada mainiga y izkliedes ipatsvaru, kuru var izskaidrot ar aprok-
simacijas modeli.

Formula (4.10) rada, ka divu nenegativu skaitlu summa ir vienada ar 1. Tas nozimé, ka katrs
saskaitamais nevar but lielaks par 1.

Tadéjadi 0<R*<1. Kas notiks gadijuma, kad R*=1? No formulas (4.10) izriet, ka SSE=0. Tas
nozimeé, ka visas kladas ir vienadas ar nulli un visi punkti tabula atrodas uz taisnes. Tadéjadi
ir perfekta lineara sakariba starp x un y.

Determinacijas koeficienta R? vértibu var uzskatit par raditaju, kas raksturo linearas sakari-
bas cieSumu starp x un y.

Jo R* vértiba tuvaka 1, jo cieSaka ir lineara sakariba starp x un y.

Datu punktiem, kas parada nelinearo sakaribu starp x un y, var izmantot polinomialo
aproksimaciju:

N

— 2 m
y=ay+ax+a,x"+...+a,x

A
S

\/
\/

4.3. att. Perfekta lineara sakariba starp x un y.
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4.3. Aproksimacijas apréekini MATLAB vidé

MATLAB videé lieto dazadas komandas, lai aproksimétu datu kopu.

Aproksimacija ar polinomu
o x (rindas vektors) satur x vértibas tabula
o y (rindas vektors) satur atbilsto$as funkcijas vértibas
p = polyfit(x,y,n) tabula
o n - polinoma karta (1 - pirmas kartas polinoms, 2 -
otras kartas polinoms, 3 - tre$as kartas polinoms utt.)
o p (vektors) satur polinoma koeficientus

y = polyval(p,x) aprékina polinoma veértibas dotajos punktos

Aproksimacija ar linearu modeli
(modelis ir linears attieciba pret parametriem)

o x (kolonnas vektors) satur x vértibas tabula
[p,reg] = fit(x,y,modelis) |* ¥ (kolonnas vektors) satur atbilstosas funkcijas vértibas
tabula
// plot(p,xy) // o modelis - izvéléta modela veids (polinoms vai cita
funkcija, kas ir lineari atkariga no koeficientiem)
o p - linearais modelis
o reg - regresijas analizes dati

Aproksimét tabulu, izmantojot piemérotako aproksimeéjoso funkciju

*; 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Vi 5.5 4.7 4.9 6.4 8.1 9.3 114 13.5 16.0

Atrisindjums.

Pirmais solis ir uzzimét datu kopu plakné. Rezultats ir paradits 4.4. attéla.

%% 4.1. piemérs. Aproksimacija (polyfit)

clc, clearvars, format compact, close all

xpoints=[1:0.5:5]; ypoints=[5.5,4.7,4.9,6.4,8.1,9.3,11.4,13.5,16.0];
plot (xpoints, ypoints, 'or', 'LineWidth', 3)

grid on

title('Datu punkti')

Datu punkti

16
T T T T T T T Q

4 1 1 1 1 1 1 1
1 15 2 25 3 35 4 45 5

4.4, att. Tabulveida dotas funkcijas grafiks.

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins



APROKSIMACIJA 108

% 4.1. pieméra turpinajums. Aproksimacija ar pirmas kartas polinomu
p = polyfit (xpoints, ypoints, 1)

xapprox = 1:0.01:5; yapprox = polyval (p,xapprox);

figure

plot (xpoints, ypoints, 'or', xapprox, yapprox, 'k', 'LineWidth', 3)
legend('datu punkti', 'polinoms")

title ('Aproksimacija ar pirmas kartas polinomu'),grid on

fun probl(p) % polinoma drukasSana

P:
2.8100 0.4367

Aproksimacija ar pirmas kartas polinomu

1 T T \ T T T O
o datu punkti
— pOlinoMms
14 | v

2 L L L I 1 1 1

1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

4.5. att. Aproksimacija ar pirmas kartas polinomu.

Atbilde. Pirmas kartas polinoms:
+2.8100x"1 +0.4367x*0

Lai izdrukatu polinomu, izmanto ar&jo funkciju fun _ probl.

% aréja funkcija (4.1. piemérs). Aproksimacija
% polinoma drukasana
function fun probl (koef)
m = length (koef);
fprintf ('\n Atbilde. %.0f. kartas polinoms: \n ',m-1)
n = m-1;
for i = 1l:m
if koef (i) < O
fprintf (' %.4fx"%.0f',koef (i),n)
else
fprintf (' +")
fprintf ('%.4fx"%.0£f"',koef (1),n)
end
n = n-1;
end
fprintf ('\n'")
end

Atkartosim aprékinus otras un tresas kartas polinomiem.

% 4.1. pieméra turpinajums - aproksimacija ar otras kartas polinomu
p = polyfit (xpoints, ypoints,2), yapprox = polyval (p,xapprox) ;

figure

plot (xpoints, ypoints, 'or', xapprox, yapprox, 'k', 'LineWidth', 3)
legend('datu punkti', 'polinoms"')

title('Aproksimadcija ar otras kartas polinomu')

grid on

fun probl(p) % polinoma drukasana
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P:
0.7364 -1.6082 5.8367

Aproksimacija ar otras kartas polinomu

° datu punkti

— polinoms

4.6. att. Aproksimacija ar otras kartas polinomu.

~

Atbilde. 2. kartas polinoms:
+0.7364x"2 -1.6082x"1 +5.8367x"0

% 4.1. pieméra turpinajums - aproksimacija ar tresSas kartas polinomu
p = polyfit (xpoints, ypoints, 3), yapprox = polyval (p,xapprox) ;

figure

plot (xpoints, ypoints, 'or', xapprox, yapprox, 'k', 'LineWidth', 3)
legend('datu punkti', 'polinoms"')

title('Aproksimadcija ar tre3as kartas polinomu')

grid on

fun probl(p) % polinoma drukasana

p=
-0.1697 2.2636 -5.6894 8.9167

Aproksimacija ar tre$as kartas polinomu

° datu punkti 4

— polinoms

4 | 1 | 1 | 1 |

4.7. att. Aproksimacija ar tresas kartas polinomu.

Atbilde. TresSas kartas polinoms:
-0.1697x*3 +2.2636x"2 -5.6894x"1 +8.9167x"0
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Vizuala analize (grafiku salidzinasana 4.5., 4.6., un 4.7. attéla) rada, ka 4.1. pieméra vispreci-
zaka aproksimacija ir ar tresas kartas polinomu.

Komandu polyfit var lietot tikai tad, kad aproksimacija ir ar polinomiem.

MATLAB vidé ir vél viena iebavéta funkcija £it, kuru var lietot, ja doto tabulu aproksimé ar
funkciju, kas ir lineari atkariga no parametriem.

Aproksimét doto tabulu, izmantojot vispiemérotako aproksiméjoso funkciju.

X

i 0.0 1.0 1.5 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 6.5 7.0
Yi 8.2 7.0 6.3 5.0 4.7 7.0 8.0 8.5 8.8 9.0

Atrisinajums.

Komanda fit lauj lietotdgjam iegtt ne tikai aproksiméjosas funkcijas koeficientus, bet ari
dazus aproksimacijas uzdevuma kvantitativos raksturotajus.

Aplukosim tris raditajus: (a) determinacijas koeficientu R? (rsquare), (b) korigéto determinaci-
jas koeficientu dej (adjrsquare) un (c) vidéjo kvadratisko kladu RMSE (rmse).

simacijas modelis.

Korigéto determinacijas koeficientu izmanto, lai salidzinatu modelus ar dazadu neatkarigo
mainigo skaitu.

Vidéja kvadratiska klada raksturo, cik tuvu realajam vértibam tabula atrodas prognozéja-
mas vértibas.

Janem véra:
- jo determinacijas koeficienta vértiba tuvaka 1, jo cie$aka ir sakariba starp atkarigo
mainigo un neatkarigajiem mainigajiem;
- modeli ar vislielako korigéta determinacijas koeficienta vértibu un vismazako vidéjo
kvadratisko kladu ir precizaki.
Lai atrastu vispiemérotako aproksiméjoso funkciju, parasti rikojas sadi:
- izvélas dazas funkcijas;
- analizé Rﬁdj un RMSE katrai funkcijai;
- starp aplukotajiem modeliem izvélas to, kuram Rjdj ir lielaka un RMSE ir mazaka.

Pirmaja soli (lai piepemtu lémumu par modela izvéli) uzzimésim dotas funkcijas grafiku.

%% 4.2. piemérs. Aproksimacija
clc, clearvars, format compact, close all

xpoints = [0,1,1.5,2:6,6.5,7]1"';

ypoints = [8.2,7.0,6.3,5.0,4.7,7,8,8.5,8.8,91"';
plot (xpoints, ypoints, 'or', 'LineWidth', 3)

grid on

title('Datu punkti')
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Datu punkti

10

T T T T T T T T T
9 L ° -

o
o
8 L ° o -
TF o (-] 1
o
6 | -
5 | o i
(]

4 L L L L L L 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4.8. att. Dotas funkcijas grafiks.

Risinasim aproksimacijas uzdevumu ar polinomiem. Aproksimeésim tabulu ar tresas kartas
polinomu.

% 4.2. pieméra turpinajums - aproksimacija ar tresas kartas polinomu
[p,reg] = fit (xpoints,ypoints, 'poly3')

figure

plot (p, xpoints, ypoints)

grid on

title('Aproksimacija ar tre$as kartas polinomu')

P = reg =

Linear model Poly3: struct with fields:

p(x) = pl*x*3 + p2*x*2 + p3*x + p4

Coefficients (with 95% confidence bounds) : sse: 2.4936
pl = -0.06544 (-0.1258, -0.005114) rsquare: 0.8817
p2 = 0.9096 (0.2694, 1.55) dfe: 6
p3 = -3.099 (-4.973, -1.225) adjrsquare: 0.8226
pd = 8.574 (7.086, 10.06) rmse: 0.6447

Aproksimacija ar tre$as kartas polinomu

data

= fitted curve —

4.9. att. Aproksimacija ar tresas kartas polinomu.

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins



APROKSIMACIJA 112

Neskatoties uz to, ka R?=0.88 aproksimacijas kltida intervala vidéja dala (sk. 4.9. attélu) ir
pietiekami liela. Izvélésimies kadu citu modeli. Parasti praksé nelieto augstako kartu poli-
nomus (piektas vai augstakas kartas polinomus). Augstaku kartu polinomiem var bt daudz
ekstrému. Tas nozimé, ka ekstrapolacijas rezultata prognoze var ievérojami atskirties no
tendencém, kuras apraksta datu kopa. Biezi izmanto aproksimaciju ar trigonometriskajam
funkcijam.

Aproksiméjoso funkciju izvélésimies $adu: ;=a+bsinx+ccosx. To var uzskatit par divu
vektoru skalaro reizinajumu, t. i., d=(a, b, ¢) un z=(1, sinx, cosx).

Skalarais reizinajums ird -z =a-1+b-sinx+c-cosx =a+bsinx +ccos x.

Lai precizétu aproksiméjosas funkcijas veidu, lietotajam ir jadefiné vektors z. Sim nolikam
izmanto komandu fittype.

% 4.2. pieméra turpinajums - aproksimacija ar trigonometrisko
% funkciju: y = a+b*sinx+c*cosx

ft = fittype({'1l', 'sin(x) ', "cos(x)'});

[p,reg] = fit (xpoints, ypoints, ft)

figure
plot (p, xpoints, ypoints), grid on
title ('Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju y = a+b*sinx+c*cosx')
Linear model: struct with fields:
p(x) = a + b*sin(x) + c*cos(x) sse: 2.8565
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.8645
a= 6.923 (6.4, 7.445) dfe: 7
b = -0.7856 (-1.516, -0.05512) adjrsquare: 0.8258
c = 1.845 (1.152, 2.538) rmse: 0.6388

Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju y = a+b*sinx+c*cosx

data

85 fitted curve

7.5

6.5

55

45 1 1 1 1 1 1

4.10. att. Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju.

oP

4.2. pieméra turpindjums - aproksimacija ar trigonometrisko

% funkciju: y = at+b*sinx+c*cosx

ft = fittype({'1l', 'sin(x) ', "'cos(x) '});

[p,reg] = fit (xpoints,ypoints, ft)

figure

plot (p, xpoints, ypoints) ,grid on

title ('Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju y = at+b*sinx+tc*cosx ')
x1im([-0.7 9]),ylim([4 10])
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Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju y = a+b*sinx+c*cosx

T T T T T T T T T

data

fitted curve

4.11. att. Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju y =a+bsinx +ccos x.

9

Salidzinasim dej (adjrsquare) un RMSE (rmse) diviem modeliem. Butiskas starpibas starp

a

raditajiem nav (korigétais determinacijas koeficients ir nedaudz lielaks, un vidéja kvadratiska
klada ir mazliet mazaka aproksimacijai ar trigonometriskajam funkcijam). Var ari redzét (sk.
4.10. attélu), ka intervala vidéja dala klada ir samazinajusies, bet pie galapunktiem ta jopro-

jam ir pietiekami liela.

Izmantosim citu aproksimaciju ar trigonometriskajam funkcijam:

y=a+bsinx+ccosx+dsin2x+ecos2x

% y = atb*sinxt+c*cosx+d*sin2x+e*cos 2x

[p, reg] = fit (xpoints,ypoints, ft)
figure
plot (p, xpoints, ypoints), grid on

'y =
x1im([-0.7 9]), ylim([4 107)

% 4.2. pieméra turpinajums - aproksiméjosa funkcija:

ft = fittype({'1l', 'sin(x) ', "'cos(x) "', 'sin(2*x) "', 'cos(2*x)"});

title(['Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju', ...
atb*sinx+c*cosx+d*sin2x+e*cos2x'])

p:

Linear model:

p(x) = a + b*sin(x) + c*cos(x) +
d*sin(2*x) + e*cos(2*x)

a = 6.875 (6.428, 7.322)
b = -0.8883 (-1.529, -0.2472)
c = 1.791 (1.169, 2.412)
d = 0.6389 (-0.01111, 1.289)
e -0.06596 (-0.6389, 0.507)

Coefficients (with 95% confidence bounds) :

reg =
struct with fields:
sse: 1.2424

rsquare: 0.9411

dfe: 5
adjrsquare: 0.8939
rmse: 0.4985
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Aproksimacija ar trig. funkciju y = a+b*sinx+c*cosx+d*sin2x+e*cos2x

data

fitted curve

4.12. att. Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju )A/ =a+bsinx+ccosx+dsin2x+ecos2x.

4.9.-4.12. attéla analize rada, ka vislabaka aproksimeéjosa funkcija (starp trim funkcijam) ir
funkcija y =a+bsinx +ccosx +dsin2x +ecos2x.

Par to liecina ari Ridj un RMSE salidzinajums trim modeliem:

N 1. 2. 3.
2
Radj 0.8226 0.8258 0.8939
RMSE 0.6447 0.6388 0.4985

Aproksimacijai ar otro trigonometrisko funkciju ir vislielaka korigéta determinacijas koefi-
cienta vértiba un vismazaka vidéja kvadratiska klada.

% 4.2. pieméra turpinajums

disp('Atbilde:")

disp('Vislabaka aproksimacija ir otra trigonometriska funkcija')

disp ([num2str(p.a),num2str (p.b), "'sinx+',num2str (p.c), 'cosx+"', ...
num2str (p.d), 'sin2x',num2str (p.e), 'cos2x'])

's 3

Atbilde:
Vislabaka aproksimacija ir otra trigonometriska funkcija
6.8748-0.88825sinx+1.7905cosx+0.63891sin2x-0.06596cos2x

Rodas jautajums - kapéc tiesi funkcijas 1, sinx, cosx vai funkcijas 1, sinx, cosx, sin2x, cos2x
ir izvelétas aproksimacijai 4.2. pieméra? Atbilde uz $o jautdjjumu nav vienkars$a. Biezi lietota-
jam jaizmanto dazadi varianti, kameér izdosies atrast vispiemérotako aproksimaciju.

Pirmais solis jebkura aproksimacijas uzdevuma ir uzzimét tabulveida dotas funkcijas grafiku.
Aproksimacija ar polinomu ir logiska 4.1. pieméra (sk. 4.4. attélu).

Ja punktu sadalijums plakné veido vissarezgitako likni (sk. 4.8. attélu), tad lietotajs var mégi-
nat meklét aproksiméjoso funkciju $adi:

q)(x,al,az,. . ) =a,, (x)+a2q)2 (x)+ cota, e, (x), (4.11)
kur funkciju ¢,(x), ¢,(x), ..., ¢,,(x) izvéle nav tik acimredzama.

Minimala prasiba funkcijam ¢, (x), ¢,(x), ..., ¢,,(x) ir lineara neatkariba, bet konkréto izvéli
dotajam pieméram formulét grati.

Parasti lietotajs izmanto dazadas funkcijas ¢@;(x), i=1, 2, ..., m formula (4.11), turklat para-
metru skaits m ari var bat atskirigs.
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Péc tam, analizéjot dazas izvélétas funkcijas un aproksimacijas skaitliskos raditajus (dej un
RMSE), pienem lémumu par to, kada no funkcijam vislabak aproksimé konkréto uzdevumu.

Sastadit funkcijas f(x) tabulu intervala [0.5; 2.7] ar soli 0.2. Aproksimét tabulu,
izmantojot formulu y(x) =a+ bx +csinx. Aprékinat aproksimacijas kladu punkta x,=1.33 (ka
starpibu péc modula starp funkciju y(x) un f(x) vértibam punktax).

_ 1
fx)= 3+24° +\/ln(x2 +2)

%% 4.3. piemérs. Aproksimacija

clc, clearvars, format compact, close all

f =Q(x)1./(3+2*x."3+sqgrt (log (x.%2+2)));

xpoints = (0.5:0.2:2.7)"

ypoints = f (xpoints)

plot (xpoints, ypoints, 'or', '"LineWidth',3), grid on
title('Datu punkti')

xpoints = ypoints =
0.5000 0.2409
0.7000 0.2155
0.9000 0.1827
1.1000 0.1483
1.3000 0.1171
1.5000 0.0913
1.7000 0.0710
1.9000 0.0555
2.1000 0.0437
2.3000 0.0348
2.5000 0.0280
2.7000 0.0228
Datu punkti
025 T T T T
o
o
02 | -
o
0.15 L ° i
(-
01 L -
o
o
005 | o 4
° o
° o
0 1 1 1 1
0.5 1 15 2 25 3
4.13. att. Dotas funkcijas grafiks.
% 4.3. pieméra turpinajums - aproksimacija ar trigonometrisko

% funkciju: y = at+b*x+c*sinx
ft = fittype({'1', 'x', 'sin(x) "});

[y, reg] = fit (xpoints,ypoints, ft)
figure

plot (y,xpoints, ypoints)

grid on

title ('Aproksimacija ar trigonomterisko funkciju y = at+b*x+c*sinx')
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y = reg =
Linear model: struct with fields:
y(x) = a + b*x + c*sin(x) sse: 1.2022e-04
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9981
a= 0.3458 (0.3339, 0.3576) dfe: 9
b = -0.1047 (-0.1082, -0.1012) adjrsquare: 0.9977
c = -0.09512 (-0.1076, -0.0826) rmse: 0.0037

Aproksimacija ar funkciju y = a+b*x+c*sinx

T T T T

data

fitted curve

4.14. att. Aproksimacija ar funkciju y =a+bx +csinx.

% 4.3. pieméra turpindjums. Aprékinat aproksimacijas kliadu punkta

%$ x 0 =1.33

% (ka starpibu péc modula starp funkciju y(x) un f£(x) vértibam punktd x 0).
x0 = 1.33;

apr error = abs(y(x0)-£f(x0))

fprintf ("Atbilde: \n ")

fprintf ('Aproksimacijas kluda punkta (1.33) = %.4f \n ',apr_ error)

apr_error =
0.0013

Atbilde:
Aproksimicijas klidda punkta (1.33) = 0.0013

Sastadit funkcijas f(x) vienadi attalinatu vértibu tabulu intervala [4, 22] ar soli
Ax=2. Interpolét $o tabulu ar kubisko splainu (apzimésim $o funkciju ar h(x)). Aproksimét $o
tabulu ar tre$as kartas polinomu (apzimésim $o funkciju ar g(x)). Atrast ’h(xl)— g(x1 )| pun-

kta x, =8.25
Inx

f(x)——%/—2
2x+Nx
%% 4.4. piemérs. Aproksimét ar tresas kartas polinomu un
% interpolét ar kubisko splainu

clc, clearvars, format compact, close all
f = Q(x)log(x)./(2*x+x."(2/3));

xpoints = (4:2:22)"'

ypoints = f(xpoints)

plot (xpoints, ypoints, 'or', 'LineWidth', 3)
grid on

title('Datu punkti')
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xpoints = ypoints =
4 0.1318
6 0.1171
8 0.1040
10 0.0934
12 0.0850
14 0.0781
16 0.0723
18 0.0674
20 0.0632
22 0.0596

Datu punkti

T T T T T T T T
0.13 L 4

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

4.15. att. Dotas funkcijas grafiks.

% 4.4. pieméra turpindjums - aproksimacija ar tresSas kartas polinomu
[g,reg] = fit (xpoints,ypoints, 'poly3")

figure

plot (g, xpoints, ypoints)

grid on

title ('Aproksimacija ar tre$as kartas polinomu')

g:
Linear model Poly3:
g(x) = pl*x"3 + p2*x"2 + p3*x + p4
Coefficients (with 95% confidence bounds) :

pl = -6.297e-06 (-7.283e-06, -5.311le-06)
p2 = 0.0004239 (0.0003851, 0.0004626)
p3 = -0.01134 (-0.0118, -0.01088)

péd = 0.1709 (0.1693, 0.1725)

% 4.4. pieméra turpinajums - interpolacija ar kubisko splainu punkta x0
x0 = 8.25;
= interpl (xpoints, ypoints, x0, 'spline')

reg =
struct with fields:
sse: 1.9241e-07

rsquare: 1.0000
dfe: 6
adjrsquare: 0.9999
rmse: 1.7907e-04
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Aproksimacija ar tre$as kartas polinomu
0.14

data

fitted curve

0.1

0.05 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4.16. att. Aproksimacija ar tresas kartas polinomu.

h_x0
0.1025

% 4. pieméra turpindjums. Aprékinat klddu punkta x 0
% (aproksimacija un splains)

kluda = abs (g (x0)-h x0)
fprintf ('Atbilde: \n ")

= 8.25

% (kad starpibu péc modula starp funkciju h x0 un g(x)vértibam punktad x 0).

fprintf ('Kltda punkta (8.25) = %.4f \n ', klada)
klada =

1.5634e-04
Atbilde:

Klida punkta (8.25) = 0.0002
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UZDEVUMI PATSTAVIGAI RISINASANAI

Aproksimét tabulu, izmantojot vispiemérotako aproksiméjoso funkciju
(izmantot komandu £it). Aproksimaciju veikt ar pirmas, otras un tre$as kartas polinomiem.

X; 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Vi 5.5 4.7 4.9 6.4 8.1 9.3 11.4 13.5 16.0
Datu punkti
1 T T T T T T T Q
14 | i
(]
12 | B
(]
10 | 4
o
8 L o i
6 L o B
(]
o (]
4 1 1 1 1 1 1 1
1 15 2 25 3 35 4 45 5
4.17. att. Dotas funkcijas grafiks.
Linear model Polyl: struct with fields:
p(x) = pl*x + p2 sse: 11.6185
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9107
pl = 2.81 (2.023, 3.597) dfe: 7
p2 = 0.4367 (-2.132, 3.006) adjrsquare: 0.8979
rmse: 1.2883

Aproksimacija ar pirmas kartas polinomu

T T T T T T T

data

fitted curve

4.18. att. Aproksimacija ar pirmas kartas polinomu.

Atbilde:

Pirmas kartas polinoms: 2.81x+0.43667

Skaitliskds metodes ar MATLAB

V. Koligkina, A. Koligkins



APROKSIMACIJA

120

P =
Linear model Poly2:

pP(x) = pl*x*2 + p2*x + p3
Coefficients (with 95% confidence bounds) :

reg =
struct with fields:
sse: 1.1805
rsquare: 0.9909

pl = 0.7364 (0.489, 0.9837) dfe: 6
p2 = -1.608 (-3.119, -0.09766) adjrsquare: 0.9879
p3 = 5.837 (3.805, 7.869) rmse: 0.44361
Aproksimacija ar otras kartas polinomu
1 T T T T T T T
16 [
14
12
10
8
6
1 15 2 25 3 35 4 45
4.19. att. Aproksimacija ar otras kartas polinomu.
[ Otras kartas polinoms: 0.7364x"%2-1.608x+5.837 ]
p = reg =
Linear model Poly3: struct with fields:
P(x) = pl*x*3 + p2*x*2 + p3*x + p4 sse: 0.5391
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9959
pl = -0.1697 (-0.3485, 0.009145) dfe: 5
P2 = 2.264 (0.6426, 3.885) adjrsquare: 0.9934
p3 = -5.689 (-10.15, -1.231) rmse: 0.3284
péd = 8.917 (5.306, 12.53)

Aproksimacija ar tresas kartas polinomu

data

fitted curve

1 15 2 25 3 35 4 45
X

4.20. att. Aproksimacija ar tresas kartas polinomu.

TresSas kartas polinoms: -0.1697x"3+2.264x72-5.689x+8.917
Vislabaka aproksimacija ir tresas kartas polinoms

Salidzinot tris aproksiméjoso polinomu Rﬁdj un RMSE vértibas, secinam, ka visprecizaka

aproksimacija ir ar tresas kartas polinomu.
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Aproksimét tabulu, izmantojot aproksimaciju ar polinomiem (lidz ceturtas
kartas polinomiem ieskaitot).

X; 0 0.25 0.5 0.75 1.0 1.25 1.5 1.75 2.0
Vi 20.00 51.58 68.73 75.46 74.36 67.09 54.73 37.98 17.28
Datu punkti
°© o
70 | 4
. o
60 | 4
o
50 | ° 4
L ° 1
20 a 4
10 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T
4.21. zim. Dotas funkcijas grafiks.
reg =
struct with fields:
sse: 0.1186
rsquare: 1.0000
dfe: 4
adjrsquare: 0.9999
rmse: 0.1722

ija ar ? kartas
80

T T T T T T T T T

data

fitted curve

70

60

50

40

30

20

4.22. att. Aproksimacija ar polinomu.

Atbilde:
Vislabaka aproksimacija ir .. .. .. .. ..

Atrisindjuma nav paradita aproksiméjosa polinoma pakape. Protams, R*=1.0000 atbilst kon-
krétai polinoma pakapei, bet lidzigu bildi iegtist, izmantojot citas kartas polinomu. Uzde-
vuma galvenais mérkis ir izmantot dazadus polinomus un izvéléties vispiemérotako.
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Aproksimét tabulu, izmantojot aproksimaciju ar polinomiem (lidz ceturtas

kartas polinomiem ieskaitot).

1.0 2.8 4.2 5.6 7.1 8.5 10.2 11.7
-0.85 29 3.5 1.78 3.07 7.08 8.52 6.95
. Datu punkti
Y ]
8 | 4
7L [ o
o
3L o o ]
2 | ° i
o 4
4 (o] I I I I I
0 2 4 6 8 10 12

4.23, att. Dotas funkcijas grafiks.

reg =
struct with fields:
sse: 2.2263
rsquare: 0.9679
dfe: 3

adjrsquare: 0.9250
rmse: 0.8614

p! imacija ar ? kartas

data

fitted curve

4.24, att. Aproksimacija ar polinomu.

Atbilde:
Vislabaka aproksimacija ir .. .. .. .. ..

Seit ari nav noradita aproksiméjosa polinoma pakape. Lietotajam pasam ir jaizvélas vislabaka

aproksimacija.
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Aproksimét tabulu, izmantojot aproksimaciju ar polinomiem (lidz ceturtas

kartas polinomiem ieskaitot).

X -1.0  -049 0 0.51 0.98 1.51 1.99 2.49 3.01

Yi -098 048 1.98 3.51 4.99 6.49 7.98 9.51 10.99
. Datu punk

°
w0 | o ]
s | ° ]
6 | ° ]
o

ol . ]
2| ° ]
o | o ]
T S

4.25. att. Dotas funkcijas grafiks.

reg =
struct with fields:
sse: 0.0108
rsquare: 0.9999
dfe: 7
adjrsquare: 0.9999
rmse: 0.0392

ar ? kartas

T T T T T T T

T

data

fitted curve

4.26. att. Aproksimacija ar polinomu.

Atbilde:

Vislabaka aproksimacija ir .. .. .. .. ..
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Aproksimét tabulu, izmantojot aproksimaciju ar funkcijam
yl=a+b-sinx+c-cosx, y2=a+b-sinx+c-cosx+d-sin2x, un salidzinat rezultatus.

3.3 3.8 4.5 54 6.1 6.8 7.5 8.2
3.42 3.37 2.59 1.88 1.63 2.30 3.90 5.70

Datu punkti

[
55 | 4
5 | 4
45 | i
4 L 4
o
35 | 4
° o
3 L 4
25 | [-) 4
o
2 | 4
o
15 1 1 A° 1 1
4 5 6 7 8 9
4.27. att. Dotas funkcijas grafiks.
Linear model: struct with fields:
p(x) = a + b*sin(x) + c*cos(x) sse: 1.9733
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.8373
a = 3.226 (2.652, 3.801) dfe: 5
b = 1.268 (0.4486, 2.088) adjrsquare: 0.7722
c = -1.194 (-2.014, -0.3732) rmse: 0.6282
Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju y = a+b*sinx+c*cosx
6 T T T T T
o | wore |-
5 | 4
45 | i
4 | 4
- 35 L .
3 L 4
25 | .
2 [ .
15 | 4
1 1 1 Il Il 1
3 4 5 6 7 8 9
4.28. att. Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju )A/ =a+bsinx+ccosx.
Linear model: struct with fields:
p(x) = a + b*sin(x) + c*cos(x) + d*sin(2*x) sse: 1.2987
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.8929
a = 3.305 (2.722, 3.888) dfe: 4
b = 1.318 (0.509, 2.126) adjrsquare: 0.8126
c = -1.317 (-2.155, -0.4788) rmse: 0.5698
d = -0.4478 (-1.31, 0.4147) - g
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Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju y = a+b*sinx+c*cosx+d*sin2x

T T T T T

data

55 __fittedcurve

45

3.5

3 4 5 6 7 8 9

X

4.29. att. Aproksimacija ar trigonometrisko funkciju )A/ =a+bsinx+ccosx+dsin2x.

Salidzinot Ridj un RMSE vértibas, secinam, ka visprecizaka aproksimacija ir ar trigonomet-

risko funkciju y =a+bsinx +ccosx +dsin2x.

Atbilde:

Vislabaka aproksimacija ir ar trigonometrisko funkciju

y=at+b*sinx+c*cosx+d*sin2x.

Aproksimeét tabulu, izmantojot aproksimaciju ar funkcijam

yl=axlnx+bxsinx+c-xcosx, y2=ax+bxlnx+c-xsinx+d-

xcos x, un salidzinat rezultatus.

1.0 2.8 4.2 5.6 7.1 8.5 10.2 11.7
-0.85 2.9 3.5 1.78 3.07 7.08 8.52 6.95
Datu punkti
9 T T T T T
o
8 | 4
7L o o
6 - -
5 | 4
4 | -
o
3 | o o |
2 - -
o
1L 4
0 | 4
-1 o 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12
4.30. att. Dotas funkcijas grafiks.
p = reg =
Linear model: struct with fields:
P(x) = a*x*log(x) + b*x*sin(x) + c*x*cos(x) sse: 3.9357
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9432
a= 0.3091 (0.2538, 0.3643) dfe: 5
b = 0.01038 (-0.1564, 0.1771) adjrsquare: 0.9205
c = -0.267 (-0.4345, -0.09944) rmse: 0.8872
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Aproksimacija ar funkciju y = a*xIn(x)+b*xsinx+c*xcosx

data

fitted curve

-2 I ! I I I
0 2 4 6 8 10 12

X
4.31. att. Aproksimacija ar funkciju y=axIn x+ bxsin x + cxcos x.

P = reg =
Linear model: struct with fields:
p(x) = a*x + b*x*log(x) + c*x*sin(x) + d*x*cos(x) sse: 2.8986
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9582
a = 0.3444 (-0.4549, 1.144) dfe: 4
b = 0.1516 (-0.2183, 0.5215) adjrsquare: 0.9268
c = -0.01168 (-0.1919, 0.1685) rmse: 0.8513
d = -0.262 (-0.436, -0.08802)

Aproksimacija ar funkciju y = a*x+b*xIn(x)+c*xsinx+d*xcosx

T T T T T

data

fitted curve

-2 I I I | I
0 2 4 6 8 10 12

4.32. att. Aproksimacija ar funkciju y=ax+ bxIn x+ cxsin x + dxcos x.
Salidzinot Rﬁdj un RMSE vértibas, secinam, ka visprecizaka aproksimacija ir ar funkciju

P=ax+bxlnx+ cxsinx+ dxcos x.

Atbilde:
Vislabaka aproksimacija ir ar funkciju
y = a*x+b*xln(x)+c*xsinx+d*xcosx.
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Aproksimét tabulu, izmantojot aproksimaciju ar funkciju y=a+blnx.

X,

i 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 8.0
Yi 01 04 065 09 11 12 14 15 163 169 181 188 196 2.05 2.08

Datu punkti
25

T T T T T T

0.5

0 ? 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8

4.33. att. Dotas funkcijas grafiks.

P = reg =
Linear model: struct with fields:
p(x) = a + b*log(x) sse: 0.0169
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9968
a= 0.01632 (-0.03311, 0.06575) dfe: 13
b = 0.9916 (0.9582, 1.025) adjrsquare: 0.9966
rmse: 0.0360

Aproksimacija ar funkciju y = a+b*In(x)
25

T T T T T T

data

fitted curve

0.5

0 ! ! ! ! I I
1 2 3 4 5 6 7 8

4.34. att. Aproksimacija ar funkciju y=a+blInx.
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b ¢
Aproksimét tabulu, izmantojot aproksimaciju ar funkciju y =a+—+—-.
X X

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2.0 1.3 1.0 0.7 0.5 0.33 0.21 0.17 0.13 0.09
Datu punkti
- T T T T T T T T
(]
12 | -
1L ° 4
o
06 | -
o
04 | -
o
02 | o i
°© o

4.35. att. Dotas funkcijas grafiks.

P = reg =
Linear model: struct with fields:
p(x) = a + b*1l/x + c*1/x*2 sse: 0.0174
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9950
a = -0.3508 (-0.4577, -0.2438) dfe: 7
b = 4.574 (3.944, 5.204) adjrsquare: 0.9936
c = -2.233 (-2.803, -1.662)) rmse: 0.0499

Aproksimacija ar funkciju y = a+b/x+c/x

T T T T T T T T T

data

= fitted curve -

b ¢
4.36. att. Aproksimacija ar funkcijuy =a+—+ —-
X X
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Sastadit funkcijas f(x) tabulu intervala [0.2; 2.9] ar soli 0.3. Aproksimét tabulu
ar formulu y(x) =a+bx+ccosx+dsin2x. Aprékinat aproksimacijas kladu punkta x;,=2.22
(ka starpibu péc modula starp funkciju y(x) un f(x) vértibam punkta x,).

%’ +ln(x2 +2)

/(%)= > +5x+7+6

xpoints = ypoints =
0.2000 0.0816
0.5000 0.1017
0.8000 0.1509
1.1000 0.2298
1.4000 0.3300
1.7000 0.4377
2.0000 0.5403
2.3000 0.6299
2.6000 0.7040
2.9000 0.7632
Datu punkti
08 T T T T T
o
07 | o |
06 | ° .
o
05 | -
o
04 | |
03 | ° .
0.2 | ° -
[
01 | ° o B
0 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3
4.37. att. Dotas funkcijas grafiks.
Linear model: struct with fields:
y(x) = a + b*x + c*cos(x) + d*sin(2*x) sse: 0.0015
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9974
a = 0.4757 (-1.666, 2.618) dfe: 6
b = -0.04713 (-1.411, 1.317) adjrsquare: 0.9961
c = -0.4147 (-2.452, 1.623) rmse: 0.0160
d

0.006572 (-0.3608, 0.3739)
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0.8

Aproksimacija ar funkciju y = a+b*x+c*cosx+dsin2x

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

T T

1 1

T

1

T

data

fitted curve

1

0.5 1

15

25

4.38. att. Aproksimacija ar funkciju y=a+bx+ccosx+dsin 2x.

apr_error =
0.

0079

~

\

Atbilde:
Aproksimacijas klida punkta (2.22)

0.0079

Sastadit funkcijas f(x) vienadi attalinatu vértibu tabulu intervala [2; 8] ar
soli Ax=0.5. Interpolét So tabulu ar kubisko splainu (apzimésim $o funkciju ar h(x)). Aprok-
simét $o tabulu ar otras kartas polinomu (apzimeésim $o funkciju ar g(x)). Atrast |h(x;) - g(x,)|
punkta x; =6.1

Ooddooou e WWDN

xpoints =

2.
.5000
.0000
.5000
.0000
.5000
.0000
.5000
.0000
.5000
.0000
.5000
.0000

0000
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Datu punkti
35

T T T T

30

25

20

4.39. att. Dotas funkcijas grafiks.

g=

reg =
Linear model Poly2: struct with fields:
g(x) = pl*x*2 + p2*x + p3 sse: 0.0018
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 1.0000
pl = 0.5157 (0.513, 0.5183) dfe: 10
p2 = -0.3715 (-0.3983, -0.3447) adjrsquare: 1.0000
p3 = 0.4163 (0.3548, 0.4777) rmse: 0.0133

Aproksimacija ar otras kartas polinomu
35

data

fitted curve

Atbilde:

Klida punkta (6.1) 0.0122

|
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5.1. Integrésanas jédziens

b
Matematikas kursa analizé dazadas noteikta integrala aprékinasanas metodes j f (x)dx:
- parcialo integrésanu; a

- substitticijas metodi;
- sadalisanu elementaras dalas.

Pienemsim, ka f(x) ir nepartraukta funkcija intervala [a; b]. Metodes izvéle ir atkariga no
funkcijas f(x).

Ir ari daudz gadijumu, kad integrali nevar novértét analitiski ($ajos gadijumos integralis ir
jaaprékina skaitliski).

Vienas no popularakajam metodém pamata ir intervala [a; b] sadale apaksintervalos un
nepartrauktas zemintegrala funkcijas aproksimé$ana ar polinomu katra apaksintervala.
Aplakosim tikai gadijumu, kad visiem apaksintervaliem ir viens un tas pats garums (praksé
lieto at$kiriga garuma intervalus).

Visvienkarsaka skaitliskas integrésanas metode ir taisnstiiru metode.
Pienemsim, ka intervals [a; b] tiek sadalits n apaksintervalos ar garumu / (sk. 5.1. attélu).

Izvélésimies katra intervala (x;, x;,,;) vidéjo punktu §;, aprékinasim zemintegrala funkcijas
vértibu punkta x=§; un reizinajumu AS;=f(§)h.

Ja f(x) >0 intervala (a, b), tad AS; ir taisnstara laukums ar augstumu f£(§;) un pamata garumu
h. Saskaitot visas vértibas AS;, iegiistam iesvitrotas figras laukumu (sk. 5.1. attélu).

Ja skaitlis h ir mazs, iesvitrotas figras laukums ir tuvs likliniju trapeces laukumam (laukums
figairai, kuru ierobezo sarkana linija 5.1. attéla, Ox ass un divas taisnes x=a un x="b).

Atzimésim, ka taisnstiiru formula ir balstita uz zemintegrala funkcijas aproksimaciju katra
apaksintervala ar konstanti (jeb ar nultas pakapes polinomu).

A

il

a X & X b
5.1. att. Taisnstaru formula.
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Citu skaitliskas integrésanas formulu iegiist, aproksiméjot zemintegrala funkciju katra apaks-
intervala ar pirmas kartas polinomu. Tas nozimé, ka més savienosim katra intervala gala-
punktus ar taisnes nogriezni. Rezultata likliniju trapeces laukumu aproksimésim ar trapecu
laukumu summu.

Ta ir trape¢u formula (sk. 5.2. attélu). So ideju var visparinat augstaku kartu polinomiem.

yl\

y=f(x)

2y

a %8 B b
5.2. att. Trapecu formula.
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5.2. Noteikta integrala aprékini MATLAB vide

MATLAB vidé ir divas iebuvétas komandas, kuras izmanto noteikta integrala aprékinasanai:
int un integral. Pirmo komandu (int) parasti lieto, ja integrali var aprékinat analitiski.
Otro komandu izmanto noteikta integrala aprékinasanai ar skaitliskam metodém. Lietota-
jam ir jadefiné zemintegrala funkcija, integré$anas robezas un (komandai int) integrésanas
mainigais. Tas nozimeé, ka lietotajs var ari nezinat, kada integrésanas metode tiek izmantota
integrala aprékinasanai.

expr - simboliska izteiksme,

) var - mainigais, péc kada jaintegre,
int (expr,var,a,b) 5
a — apakséja robeza,

b - auggéja robeza.

fun - arguments ir function handle (jabat vektorfunkcijai )
integral (fun,a,b) |a - apakséjarobeza,

b - augséja robeza.

Apreékinat integrali.

e dx

2 .
Ismx 2

Atrisinajums.

Meéginasim izmantot abas komandas: int un integral.

%% 5.1. piemérs. Komanda int un integral.
clc, clearvars, format compact

sSyms x
fun = @(x)sin(x)./x.*exp(-x."2);
def int = int(fun(x),0,2)
num_int = integral (fun,O0,2)
def int =
int ( (exp (-x*2) *sin(x))/x, x, 0, 2)
num_int =
0.8161

Rezultats rada, ka integralis nav aprékinats, izmantojot komandu int - MATLAB vienkarsi
atkarto zemintegrala funkciju un nedod nekadas skaitliskas vértibas. Tas nozimé, ka integrali
5.1. pieméra nav iespéjams novértét analitiski — integralis nav elementara funkcija.

Izmantojot otro komandu (integral), iegistam integrala skaitlisko vértibu. Atzimésim,
ka integrala aprékinasanai ar komandu int jadefiné zemintegrala funkcija ka simboliska
izteiksme, bet function handle jalieto komanda integral.
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Aprékinat integrali.
[sin1000xd x
0
Atrisinajums.
Sis integralis ir izvéléts, lai ilustrétu iespéjamas integralu skaitliskas aprékinaganas problé-
mas. Integrali 5.2. pieméra var aprékinat analitiski. Tas dod iespéju salidzinat integrala pre-
cizo vértibu (kuru iegiist ar komandu int) ar skaitlisko vértibu (kuru iegtst ar komandu
integral).

%% 5.2. piemérs. Noteiktd integrala aprékinasana

clc, clearvars, format compact, close all, format longG
syms x, fun = @(x)sin(1073.*x);

def int = int(fun(x),0,5), skver int = double(def int)
num_int = integral (fun,0,5)

x pr = 0:0.01:5; plot(x pr,fun(x pr),'r")

grid on, title('y = sin(1073x)")

format

def int =

sin (2500)~2/500

skver_int =
0.000845331593819253

num_int =
0.000845331593807798

Rezultati rada, ka MATLAB diezgan precizi aprékina $o integrali ar skaitliskam metodém.

Divas atbildes nesakrit (bet ir Joti tuvas). Zemintegrala funkcijas grafiks ir paradits 5.3. attéla.

y = sin(10%)

T T

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1 1 1 I 1 I
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

5.3. att. 5.2. pieméra zemintegrala funkcijas grafiks.

Funkcijas grafiks satur daudz oscilaciju. Tas nozimé, ka ir jaaprékina skaitliski apgabalu lau-
kumi zem funkcijas y=sin 1000x grafika (ar plus zimi, ja grafika dala atrodas virs ass, un ar
minus zimi, ja grafika dala atrodas zem Ox ass). Tas ir sarezgits uzdevums.

Skaitliskads metodes ar MATLAB V. Koligkina, A. Koligkins



SKAITLISKA INTEGRESANA

137

5.4. att. Zemintegrala funkcijas grafiks viena perioda.

5.4. attéla ir palielinata méroga paradits funkcijas y=sin 1000x grafiks viena perioda. Probleé-
mas rada tas, ka integré$anas intervala (0, 5) ir loti daudz oscilaciju, un ir jaaprékina laukums
tigirai virs Ox ass ar plus zimi, un laukumu figtirai zem Ox ass ar minus zimi (sk. 5.4. attélu)
katra mazaja apaksintervala (sk. 5.3. attélu). Viena perioda So laukumu algebriska summa ir
nulle. Tadéjadi nenulles ieguldijums integrali ir saistits ar pédéjo apaksintervalu (pie augse-
jas integrésanas robezas x=5), kura garums nav precizi vienads ar vienu periodu funkcijai

y=sin1000x.

RN EEIEN Aprekinat integrali.
T _ sin(bx
Ie—x ( )d

sinhx

x
0
Salidzinat rezultatu ar integrala precizo vértibu:
2 sin(bx br 1
Ie * de =T coth ==
2 2 b

0 sinhx

Integrali aprékinat, jab =1, b = 50 un b = 100.

Atrisinajums.

%% 5.3. piemérs. Noteiktd integrala aprékinasana
clc, clearvars, format compact, close all, format longG

exact val = pi/2*coth(b*pi/2)-1/b;

difference (i) = exact val - num int;

plot(x pr,fun(x pr),plot col (i), 'LineWidth', 3)
end
hold off
title('Zemintegrala funkcijas grafiki dazadam b vértibam')
legend('b=1", 'b=50"', 'b=100"),ylim([-6,6]), xlim([-0.1 1.17)
grid on

bmas = [1,50,100]; n = length(bmas); plot col = ['r' 'k' 'g'];
x pr = 0:0.01:1;
hold on
for i = 1:n
b = bmas(i); fun = @(x)exp(-x).*sin(b*x)./sinh(x);
num_int = integral (fun,0,inf);
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-6

jas grafiki dazadam b vé

— D=1
— =50

— 0100

! ! ! ! ! !
0 0.2 04 0.6 0.8 1

5.5. att. Zemintegrala funkcijas grafiki dazadam b vértibam.

5.5. attéla redzams, ka zemintegrala funkcija ir osciléjosa ar dilstosu amplitiadu, turklat osci-
laciju frekvence pieaug lielakam b vértibam.

% 5.3. pieméra turpinajums
disp('Rezultatu salidzinajums')
disp (difference')

format

(

\

Rezultatu salidzinajums
0
-9.98918392447479%e-09
1.68858926841153e-09

Rezultati rada, ka integrala skaitlisko aprékinu klada ir loti maza visam trim b vértibam.

Apreékinat integrali.
1

ja

.[;zd x
0 (x —0. 1) +e
£=0.1; 0.01; 0.001 un 0. Interpretét rezultatus.

Atrisindjums.

%% 5.4. piemérs. Noteiktd integradla aprékindsana
clc, clearvars, format compact, close all, format longG

emas = [0.1,0.01,0.001,0]; n = length(emas);
plot col = ['r' 'D' 'g'" 'k']; x pr = 0:0.01:1;
hold on

for i = 1:n

e = emas(i); fun = @(x)1./((x-0.1)."2+e);

num int (i) = integral (fun,0,1);

plot (x pr,fun(x pr), plot col(i),'LinewWidth', 3)
end

hold off

title('Zemintegrala funkcijas grafiki dazadam \epsilon vértibam')
legend('\epsilon =0.1", "\epsilon =0.01", "\epsilon =0.001"', "\epsilon =0")

ylim([0,2000]), grid on
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Zemintegrala funkcijas grafiki dazadam ¢ vértibam
2000

€=0.1
1800 €=0.01

€=0.001
1600

€=0

1400

1200

1000

800

600

200

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

5.6. att. Zemintegrala funkcijas grafiki dazadam e vértibam.

Izmantojot skaitlisko integrésanu (pirms aprékiniem), ir ieteicams konstruét zemintegrala
funkcijas grafiku. Tas ir Ipasi svarigi gadijumos, kad zemintegrala funkcija satur partrau-
kuma punktus. Atzimeésim, ka 5.4. pieméra zemintegrala funkcijai ir otra veida partraukuma
punkts x=0.1 pie parametra vértibas e=0 (parbaudiet!). Var pieradit, ka integralis gadijjuma
e=0 diverge.

Q

% 5.4. pieméra turpinajums

fprintf (' Integrala vértibas pie daZzadam e vértibam\n ')
disp(emas),disp (num_int)
format

Integrdla vértibas pie dazadam e vértibam
0.1 0.01 0.001 0
4.86732744624566 22.4553726901845 88.5498876324137 709826458662326

Ta ka integralis gadijuma e=0 divergg, integrala vértiba iepriekséja tabula (iekrasota ar sar-
kanu krasu) nav pareiza (pareiza vértiba ir bezgaliba).
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Konstruét funkcijas f(x) tabulu intervala [0,5] ar soli 0.5.
X
f(x)= J\/l+l‘2 costdt
0

Aproksimét tabulu ar ceturtas kartas polinomu.

Uzzimét funkcijas f(x) un aproksimeéjosa polinoma grafiku intervala [0,5] ar soli 0.1.
Kads ir aproksiméjosa polinoma koeficients, ja mainigais ir otraja pakapé?

Kada ir §i polinoma vértiba punkta x,=1.2?

Kada ir funkcijas f(x) vértiba punkta x,=1.22

Apreékinat aproksimacijas kladu punkta ka starpibu péc modula starp aproksiméjosa
polinoma un funkcijas vértibam punkta.

AN

AtrisinGjums.
Vispirms sastadisim integrala vértibu tabulu intervala (0,5) ar soli 0.5 (sk. ciklu for
skripta). Talak izmantosim komandu fit.

%% 5.5. piemérs. Integradla aproksimacija ar ceturtas kartas polinomiem
clc, clearvars, format compact, close all
syms t, y = @(t)sqgrt(l+t.”2).*cos(t);

i = 0;
for x = 0:0.5:5
i = 1i+1;
f(i) = integral(y,0,x);
end
xpoints = (0:0.5:5)"'; ypoints = f';

[p, reg] = fit (xpoints,ypoints, 'poly4d')
plot (p, xpoints, ypoints) ,grid on
title('Aproksimacija ar ceturtas kartas polinomu')

P = reg =
Linear model Poly4: sse: 0.0115
p(x) = pl*x*4 + p2*x*3 + p3*x*2 + p4*x + p5 rsquare: 0.9998
Coefficients (with 95% confidence bounds) : dfe: 6
pl = 0.096 (0.08757, 0.1044) adjrsquare: 0.9997
P2 = -0.7794 (-0.8645, -0.6943) rmse: 0.0437
p3 = 1.201 (0.9243, 1.477)
pé = 0.4383 (0.1228, 0.7537)
pP5 = 0.01774 (-0.08468, 0.1202)

Determinacijas koeficienta R? vértiba ir loti tuva 1. Tas nozimé, ka aproksimacijas precizitate
ir diezgan augsta.

Aproksimacija ar ceturtas kartas polinomu

T T T T T T T T T

data

fitted curve

5.7. att. Aproksimacija ar ceturtas kartas polinomu.
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% 5.5. pieméra turpindjums. Uzzimét funkcijas f(x) un aproksiméjosa
% polinoma grafikus intervala [0,5] ar soli 0.1 (2)
i=0;
for x = 0:0.1:5
i = 1i+1;
f(i) = integral(y,0,x);
end
figure
x pr = 0:0.1:5; plot(x pr,p(x pr),'r-',x pr,f,"'b--","'LineWidth', 3)
legend('polinoms', "f(x) '), grid on
title ('Aproksiméjosa polinoma un funkcijas grafiki')

un ijas grafiki

T T T T T T T T T

(2) JE———

1 — ()

5.8. att. Aproksiméjosa polinoma un funkcijas grafiki.

% 5.5. pieméra turpinajums

% aproksiméjosa polinoma koeficients, ja mainigais ir otraja pakape (3)
coef x 2 = p.p3

% polinoma vértiba punkta x0=1.2 (4)

x0 = 1.2; pol value = p(x0)

% funkcijas vértiba punkta x0=1.2 (5)

f value = integral (y,0,x0)

% aproksimacijas kluda punkta x1=3.2 (6)

app_error = abs(p(3.2)-integral(y,0,3.2))

coef x 2 =
1.2007
pol_value =
1.1250
f value =
1.0826
app_error =
0.0038

% 5.5. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")

disp([' 3) koeficients, ja mainigais ir otraja pakapé = ',num2str(p.p3)])
disp([' 4) polinoma vértiba punktad (1.2) = ',num2str(pol value)])
disp([' 5) funkcijas vé&rtiba punkta (1.2) = ',num2str(f value)])

disp([' 6) aproksimadcijas klada punkta (3.2) = ',num2str(app error)])
Atbilde:

3) ja mainigais ir otraja pakapé, koeficients = 1.2007
4) polinoma vértiba punkta (1.2) = 1.125

5) funkcijas veértiba punkta (1.2) = 1.0826

6) aproksimdcijas klida punktd (3.2) = 0.0037907
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Interpolét doto integrali ar tresas kartas Nutona interpolacijas polinomu ar
mezgliem punktos x,=0.2; x, =0.6; x, = 1.2; x;=2.0 un uzzimét interpolacijas kladas grafiku.
X .
sinf
f (.X') = IT dt
0
o Aprékinat funkcijas f(x) vértibas intervala [0.2, 2] interpolacijas mezglos.
« Interpolét funkciju f(x) ar tresas kartas interpolacijas polinomu, izmantojot interpola-
cijas mezglus x,=0.2; x, =0.6; x, = 1.2; x;=2.0.
o Uzzimét funkcijas f(x) un interpolacijas polinoma grafikus intervala [0.2, 2] ar soli 0.1.
o Uzzimét interpolacijas kladas grafiku intervala [0.2, 2].

%% 5.6. piemérs. Interpolét integrali ar tresas kartas Natona

% interpolacijas polinomu ar mezgliem punktos

clc, clearvars, format compact, close all

xnodes = [0.2,0.6,1.2,2.0];

syms t, y = @(t)sin(t)./t;

for 1 = 1:4 { m = length(xnodes){
ynodes (i) = integral(y,0,xnodes (1))

end

disp ('Funkcijas vértibas interpolacijas mezglos:')

disp (ynodes)

Funkcijas vértibas interpolacijas mezglos:
0.1996 0.5881 1.1080 1.6054

% 5.6. pieméra turpinajums. Interpolét funkciju ar tresas kartas
% interpolacijas polinomu

coef = ynodes;
for k = 2:4
coef (k:4) = (coef(k:4) - coef(k-1:3))./...
(xnodes (k:4) - xnodes (1:5-k));
end
syms x, pol = coef(4); % polinoma konstruésSana

for k = 3:-1:1
pol = pol* (x-xnodes (k))+coef (k);

end

polyn(x) = collect (pol);

coefpol = sym2poly(polyn) % polinoma koeficienti
fun probé6 (coefpol) % polinoma drukasana
coefpol =

-0.0389 -0.0272 1.0134 -0.0017

Atbilde.
Nutona tresSas kartas interpolacijas polinoms:
-0.0389x"3 -0.0272x"2 +1.0134x"*1 -0.0017x"0
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Lai izdrukatu polinomu, izmanto aré&jo funkciju fun _ probé.

% aréja funkcija (5.6. piemérs). Skaitliska integrésSana polinoma drukasana
function fun prob6 (koef)

m = length (koef) ;

fprintf ('\n Atbilde. \n Nutona %$.0f. kartas',m-1)

fprintf (' interpolacijas polinoms: \n ')
n =m-1;
for i = 1:m

if koef (i) < 0
fprintf (' %.4fx"%.0f',koef (i),n)
else
fprintf (' +")
fprintf ('%$.4fx"%.0f"', koef (1),n)

end

n = n-1;
end
fprintf ('\n")

end

% 5.6. pieméra turpindjums. Uzzimét funkcijas un interpolacijas
% polinoma grafikus intervala [ 0.2,2 ] ar soli 0.1

i = 0;
for x = 0.2:0.1:2

i =1i+1l; f£(i) = integral(y,0,x);
end

x pr = (0.2:0.1:2);

plot (x pr,double(polyn(x pr)),'r-',x pr,f, 'g--',xnodes, ynodes, 'ob', ...
'LineWidth', 3)

title('Funkcijas un interpoléacijas polinoma grafiki'")

legend('polinoms', 'f(x)', 'mezgli'), grid on

ijas un interpola grafiki

T T T T T T T T
—POIinOMS
16 L — o fX)

° mezgli

0 L L L L L 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 18 2

5.9. att. Funkcijas un interpolacijas polinoma grafiki.

% 5.6. pieméra turpindjums. Uzzimét interpolacijas kliudas grafiku
figure

plot (x pr, f-double(polyn(x pr)),'g:", 'LineWwidth', 3)
title('Interpolacijas kltda'), grid on
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Interpolacijas klida
T

10
5 T T w T
L]
. *
o iR

-20
0.2 0.6 08

5.10. att. Interpolacijas kladas grafiks

Sastadit funkcijas f(x) tabulu intervala [0.3, 1.8] ar soli 0.3. Aproksimét $o

tabulu ar otras pakapes polinomu. Kada ir §1 polinoma vértiba punkta x, =0.88?

3
f(x)= 1+cos(2t”) P
0 \/sin(3t)+4t2 +5

Integrala aproksimacija ar otras kartas polinomu

%% 5.7. piemérs.
close all

clearvars, format compact,
@(t) (l+cos (2*t.”3)) ./ (sqrt(sin(3*t)+4*t.”2)+5);

clc,
syms t, y =
i = 0;
for x = 0.3:0.3:1.8
i = 1i+1;
f(i) = integral(y,0,x);
end
xpoints = (0.3:0.3:1.8)"', ypoints = f'
[p,reg] = fit (xpoints,ypoints, 'poly2")
plot (p, xpoints, ypoints),grid on
title('Aproksimacija ar otras kartas polinomu')
xpoints = ypoints =
0.3000 0.1057
0.6000 0.1993
0.9000 0.2713
1.2000 0.2886
1.5000 0.3335
1.8000 0.3622
P = reg =
Linear model Poly2: struct with fields:
p(x) = pl*x*2 + p2*x + p3 sse: 6.5045e-04
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 0.9853
pl = -0.08599 (-0.1712, -0.0007744) dfe: 3
p2 = 0.3427 (0.1599, 0.5255) adjrsquare: 0.9755
p3 = 0.01767 (-0.06616, 0.1015) rmse: 0.0147
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0.4

Aproksimacija ar otras kartas polinomu

0.35

0.3

0.2

data

fitted curve

5.11. att. Aproksimacija ar otras kartas polinomu.

% 5.7. pieméra turpinajums
pol ver = p(0.88)
fprintf ('Polinoma vértiba punkta (0.88)

= o

= 3

.4f \n',pol ver)

pol_ver =
0.2526

Polinoma vértiba punkta (0.88)

0.2526
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Interpolét integrali ar Nutona interpolacijas polinomu ar mezgliem punktos
x9=0.3; x,=0.7; x, = 1.2; x3=1.6; x,=2.1. Kada ir §1 polinoma vértiba punkta x=1.34?

f(x):je_t2 1+t dt
0

%% 5.8. piemérs. Interpolét integrali ar ceturtas kartas Nitona
% interpolacijas polinomu ar mezgliem punktos
clc, clearvars, format compact, close all

xnodes = [0.3 0.7 1.2 1.6 2.11;

syms t, y = @(t)exp(-t.”2).*sqgrt(1+t.”5);

for 1 = 1:5 { m = length(xnodes)ﬁ
ynodes (i) = integral (y,0,xnodes (1))

end

disp ('Funkcijas vértibas interpolacijas mezglos:')
disp (ynodes)

Funkcijas vértibas interpolacijas mezglos:
0.2913 0.6074 0.8795 1.0213 1.1015

% 5.8. pieméra turpinajums. Interpolét funkciju ar ceturtas kartas
% interpolacijas polinomu
coef = ynodes;
for k = 2:5
coef (k:5) = (coef(k:5) - coef(k-1:4))./...
(xnodes (k:5) - xnodes(1l:6-k));
end

syms x, pol = coef(5); % polinoma konstruésana
for k = 4:-1:1

pol = pol* (x-xnodes (k))+coef (k) ;

end

polyn(x) = collect(pol);

coefpol = sym2poly(polyn) % polinoma koeficienti
fun prob6 (coefpol) % polinoma drukasana

coefpol =
-0.0285 0.1564 -0.5194 1.2026 -0.0267

Atbilde.
Nitona ceturtds kartas interpoldcijas polinoms:
-0.0285x"4 +0.1564x"3 -0.5194x"2 +1.2026x*1 -0.0267x"0

% 5.8. pieméra turpinajums
pol ver = double(polyn(1.34))

fprintf('Polinoma vértiba punkta (1.34) = $.4f \n',pol_ver)
pol_ver =
0.9364

Polinoma vértiba punkta (1.34) = 0.9364
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UZDEVUMI PATSTAVIGAI RISINASANAI

Sastadit funkcijas f(x) tabulu intervala [0, 3] ar soli 0.5. Aproksimét o tabulu

ar tres$as pakapes polinomu.
X

f(x) = jcost3 dt
0
« Kads ir aproksiméjosa polinoma koeficients, ja mainigais ir tresaja pakapé?
o Kada ir f(x) preciza vértiba punkta x,=2.7?
o Kada ir aproksiméjosa polinoma vértiba punkta x,?

coef x 3 =
0.1344

pol_value =
0.7708

f value =
0.8061

Aproksimacija ar tre$as kartas polinomu

data

fitted curve

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2 1 1 I 1 L
0 0.5 1 1.5 2 25 3

X

5.12. att. Aproksimacija ar tresas kartas polinomu.

Atbilde:
1) ja mainigais ir tresaja pakapé, koeficients = 0.13437
2) funkcijas vértiba punkta (2.7) = 0.80607
3) polinoma vértiba punkta (2.7) = 0.77077

Interpolét integrali ar ceturtas kartas Nitona interpolacijas polinomu ar
mezgliem punktos x,=0.1; x;=0.6; x,=0.9; x3=1.1; x,=1.5 un uzzimét interpolacijas kladas
grafiku.

X

f(x) = jcostz dt

0

Funkcijas vértibas interpolacijas mezglos:
0.1000 0.5923 0.8427 0.9495 0.8992

coefpol =
-0.0989 -0.1477 0.2340 0.9098 0.0068
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Atbilde.
Nitona ceturtds kartas interpoldcijas polinoms:

-0.0989x%4 -0.1477x"*3 +0.2340x*2 +0.9098x~1 +0.0068x"0

— polinoms l
— o ()

° mezgli

grafiki

unkcijas un inty

09 |

08 |

07 |

06 |

05 |

04 |

03 |

0.2

0 1 1
0 0.5 1 1.5

5.13. att. Funkcijas un interpolacijas polinoma grafiki.

2 Interpolacijas klida

3
. o

- .
anun® a
. L]
|

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

-
4 | %
£
*
.

5 |
15

0 0.5

5.14. att. Interpolacijas k|udas grafiks.

Interpolét integrali ar tresas kartas Nitona interpolacijas polinomu ar mez-
gliem punktos x,=0.3; x,=0.8; x,=1.4; x;=2.2 un uzzimét interpolacijas kladas grafiku.

Kada ir $1 polinoma vértiba punkta x=1.53?

F(x)= Wieet e

Funkcijas vértibas interpolacijas mezglos:
0.3002 0.8311 1.7979 4.5586
coefpol =
0.4286 -0.5719 1.2751 -0.0424
Atbilde.
Natona tresSas kartas interpolacijas polinoms:
+0.4286x”3 -0.5719x*2 +1.2751x”*1 -0.0424x~0
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grafiki
T T T
45

—POlinoms
r — o f(X)
4 1

mezgli

35

25

0

!
0.2 0.4 0.6

2 2.2

Interpolacijas klada

T T

&
0

!

[ Polinoma vértiba punkta (1.53)

= 2.1048

Sastadit funkcijas tabulu intervala [0, 3] ar soli 0.25. Aproksimét $o tabulu ar

otras pakapes polinomu. .
fx)=[N1+¢* dt

0
« Kads ir aproksiméjosa polinoma koeficients, ja mainigais ir otraja pakapé?

Aprékinat aproksimacijas kladu punkta x;,=1.65 péc formulas ka starpibu péc modula
starp aproksiméjosa polinoma un funkcijas vértibam punkta x;,.

coef x 2 =
1.3332
aproks._kluda =

0.0978
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Aproksimacija ar otras kartas polinomu

T T T T T

data

fitted curve

5.17. att. Aproksimacija ar otras kartas polinomu.

Atbilde:
1) ja mainigais ir otraja pakapé, koeficients s = 1.3332
2) aproksimdcijas klada punkta (1.65) = 0.097822

EENTELN Sastadit funkcijas f(x) tabulu intervala [0.2; 1.7] ar soli 0.15. Aproksimét $o
tabulu ar tresas pakapes polinomu. Kada ir §1 polinoma vértiba punkta x; =1.32?

X
f(x)=] ALY
01+t ++cost® +3
xpoints = ypoints =
0.2000 0.0072
0.3500 0.0233
0.5000 0.0499
0.6500 0.0881
0.8000 0.1390
0.9500 0.2038
1.1000 0.2838
1.2500 0.3806
1.4000 0.4961
1.5500 0.6319
1.7000 0.7886
Linear model Poly3: struct with fields:
P(x) = pl*x*3 + p2*x*2 + p3*x + p4 sse: 6.9149e-07
Coefficients (with 95% confidence bounds) : rsquare: 1.0000
Pl = 0.07019 (0.06739, 0.073) dfe: 7
P2 = 0.1453 (0.1373, 0.1534) adjrsquare: 1.0000
pP3 = 0.01536 (0.008537, 0.02219) rmse: 3.1430e-04
péd = -0.00252 (-0.004139, -0.0009016)
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Aproksimacija ar 3.kartas
0.8

T T T T T T T 7

data

fitted curve

0.7

5.18. att. Aproksimacija ar tresaskartas polinomu.

pol_ver =
0.4324

[ Polinoma vértiba punkta (1.32) = 0.4324

Interpolét integrali ar Nttona interpolacijas polinomu ar mezgliem punktos
x0=0.2; x,=0.6; x,=1.3; x;=2.0. Kada ir §1 polinoma vértiba punkta x=0.36?
X
3+t
flx)=] dt

02+ cost+3+sin2t+12

Funkcijas vértibas interpolacijas mezglos:
0.1378 0.4349 1.0188 1.7183
coefpol =

0.0193 0.0426 0.6985 -0.003 ]

Atbilde.
Nitona tresSas kartas interpolacijas polinoms:
+0.0193x*3 +0.0426x*2 +0.6985x*1 -0.0037x"0

\

pol_ver =
0.2542

[ Polinoma vértiba punkta (0.36) = 0.2542
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6.1. Nelinedra vienadojuma saknes

Dazos uzdevumos inZenierzinatnés ir jaaprékina nelineara vienadojuma saknes:
flx)=0. 6.1)

Pienemsim, ka funkcija f(x) vienadojuma (6.1) ir nepartraukta intervala (a, b), kur atrodas
sakne. Atkariba no uzdevuma tipa vienadojumam (6.1) var but galigs vai bezgaligs saknu
skaits. Saknes var but reali vai kompleksi skaitli. Aprékinat sakni ar formulu var tikai atsevis-
kos gadijumos (viens piemérs ir kvadratiska formula otras pakapes polinoma saknu apréki-
nasanai). Lai aprékinatu sakni ar noteiktu precizitati, prakseé parasti lieto skaitliskas metodes.

Risinot vienadojumu (6.1), pirmais solis ir noskaidrot realu saknu skaitu un atrast saknu tuvi-
natas vertibas. To var izdarit, uzziméjot funkcijas f(x) grafiku pietiekami plasa intervala. Gra-
fiki 6.1. attéla rada dazus variantus (viena sakne, divas saknes vai nav saknu intervala (g, b)).
Ja vértibam f(a) un f(b) ir atskirigas zimes intervala (a, b), tad $aja intervala eksisté vismaz
viena sakne. Mainot zimésanas diapazonu, var precizak atrast sakni.

(a) Viena sakne (b) Divas saknes

yl\ yl\

QN““““
"y

a %

(c) Nav saknu

)/A

Ry

6.1. att. Funkcijas f(x) grafiks intervala (a, b).
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B 6.2. Aprékini MATLAB vidé. Nelinedra vienadojuma
risinasana

Atrast sakuma tuvinajumu vienadojuma sinx -Inx=0 saknei.
Atrisindjums.

Lai atrastu sakuma tuvinajumu vienadojuma saknei, konstruésim funkcijas f(x) =sinx-Inx
grafiku un atradisim grafika krustpunktus (ja tadi ir) ar Ox asi, nemot véra funkcijas f(x)
definicijas apgabalu. Saja pieméra funkcija ir definéta apgabala x> 0.

% 6.1. piemérs. Sakuma tuvinajums
clc, clearvars, format compact
y = @(x)sin(x)-log(x);
x pr = 1:0.01:3; plot(x pr,y(x pr),'r', 'LinewWwidth', 3)
xlabel ('x"),ylabel ('y(x)")
title ('Funkcijas f(x) grafiks'),grid on

Funkcijas f(x) grafiks

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

-0.4

-0.6

-0.8

6.2. att. Funkcijas f(x) =sinx-Inx grafiks.

Grafika redzams, ka saknes tuvinata vértiba ir apmeéram 2.2. Atzimésim, ka grafiks ir kons-
truéts intervala (1, 3). Sakuma ir ieteicams konstruét grafiku péc iespéjas plasaka intervala un
samazinat intervalu, kad ir atrasts intervals, kura atrodas sakne.

Kas jadara, lai aprékinatu saknes vértibu ar noteiktu precizitati? Turpmak ir apskatitas daza-
das labako saknes tuvinajumu atrasanas metodes.
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6.3. Apréekini MATLAB vidé. Bisekcijas metode

Pienemsim, ka ir jau atrasts intervals (x, x,), kura funkcija f(x) maina zimi.

Tadeéjadi f(x)f(x,) <O0.

Visvienkarsaka metode saknes aprékinasanai intervala (x;, x,) ir bisekcijas metode.
Definésim intervala vidéjo punktu x,,;;= (x;+x,) /2 un aprékinasim funkcijas vértibu iegutaja
punkta, t. i., f(x,,;»). Ja vértibu f(x) un f(x,,;;) zimes sakrit, tad sakne atrodas intervala (x,,,;;,
X,)-

Ja vértibu f(x)) un f(x,,;;) zimes nesakrit, tad sakne atrodas intervala (x;, x,,;;). Tas nozimé, ka
nenoteiktibas intervals (kur atrodas sakne) ir samazinats uz pusi.

Atkartojot $o procediiru vairakas reizes, var atrast visprecizako saknes aproksimaciju. Apré-
kinus ilustrésim 6.2. pieméra.

Atrast vienadojuma 3 - 2x =Inx sakni ar bisekcijas metodi.
AtrisinGjums.

Vispirms uzzimésim funkcijas f(x) =3 - 2x-Inx grafiku un atradisim intervalu, kura funk-
cija maina zimi.

%% 6.2. piemérs. Bisekcijas metode

clc, clearvars, format compact

y = @(x)3-2*x-1og (%) ;

x pr = 0.5:0.01:2; plot(x pr,y(x pr),'r', 'LineWidth", 3)
xlabel ('x"),ylabel ('y(x)")

title('Funkcijas f(x) grafiks'),grid on

Funkcijas f(x) grafiks

T T

2 | !
0.5 1 15 2

X

6.3. att. Funkcijas f(x) =3 - 2x-In x grafiks.

Grafika ir redzams, ka funkcija maina zimi intervala (1, 1.5). Pienemsim, ka x;=1; x,,=2 (Seit
batu logiski pienemt x;=1; x,=1.5, bet plasaks intervals izvéléts, lai ilustrétu konvergences
atrumu).

Izmantojot bisekcijas metodi, iegaistam 6.1. tabulu.
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6.1. tabula. Saknes aproksimacija 6.2. pieméra.

X Xy Xmid S % ia) [fGemia)l < €2
1 1 2 1.5 -0.40547 Ne
2 1 1.5 1.25 0.27686 Ne
3 1.25 1.5 1.375 -0.06845 Ne
4 1.25 1.375 1.3125 0.10307 Ne
5 1.3125 1.375 1.34375 0.01704 Ne
6 1.34375 1.375 1.359375 -0.02578 Ne
7 1.34375 1.359375 1.351563 -0.00439 Ne
8 1.34375 1.351563 1.347657 0.006318 Ne
9 1.347657 1.351563 1.34961 0.000964 Ja

Katra soli aprékinajam vidéjo punktu x,,; un funkcijas vértibu f(x,,,) intervala (x;, x,) un
parbaudijam nosacijumu |f(x,,;,)| <€.

Ir pienemts, ka ¢ =0.001. Tabula redzams, ka péc devinam iteracijam sakne atrodas intervala
(1.347657, 1.351563). Tadgjadi saknes tuvinata vértiba ir 1.35. Atzimésim, ka ieguitaja atbildé
tikai divi cipari aiz komata ir pareizi (péc noapalosanas).

Lai paaugstinatu aprékinu precizitati, var arl parbaudit nosacijumu |b-a| <e katra iteracijas
soli.

6.2. pieméra MATLAB skripts ir paradits turpmak. Ir pienemts, ka x;=1; x,,= 1.5.

1.3496

% 6.2. pieméra turpinajums
epsi = 10" (-3); a = 1; b = 1.5;
while (b - a) > epsi

m = (b+a)/2; ym = y(m);

if ym > 0
a = m;
else
b = m;
end

end

X = a

% 6.2. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")
disp(['vienadojuma sakne x = ', num2str(x)])

Atbilde:
vienaddojuma sakne x = 1.3496
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6.4. Nutona metode

Vislielaka bisekcijas metodes probléma ir saistita ar zemo konvergences atrumu. Iepriekséja
pieméra, lai aprékinatu sakni ar precizitati 1072, ir nepiecie§amas devinas iteracijas.

Ka uzlabot konvergences atrumu?
Viena no popularakajam metodém, kas lauj uzlabot konvergences atrumu, ir Nutona metode.

Pienemsim, ka x, ir sakuma tuvinajums saknei. Apzimésim saknes precizo vértibu ar x.
Izvirzisim funkciju f(x) Teilora rinda punkta x, apkartné:

v 1 "
f(x) = f(x0)+f (xo)(x—x0)+;f (xo)(x—xo)z +... 6.2)
Ja punkts x, atrodas maza punkta x apkartné, tad funkciju f(x) var aproksimét ar formulu:
f(x)= f(x0)+ (30 )(x =) 6.3)

Aizstajot formulas (6.3) kreiso pusi ar nulli (atgadinasim, ka x ir vienadojuma (6.1) sakne) un
risinot ieguito vienadojumu, iegistam nakamo saknes aproksimaciju

I
1 0 f,(xo)

(6.4)

Turpinot So procesu, iegistam

X, =X, —];ﬂzcz)),nzo,l,... (6.5)

Formulu (6.5) sauc par Nutona formulu.
Nutona metodei ir vienkar$a geometriska interpretacija.

Ta ka (6.3) ir funkcijas f(x) lineara aproksimacija, formula (6.4) nosaka pieskares krustpunktu
ar Ox asi.

Pieskare novilkta caur punktu (x, f(x,)), turklat pieskares virziena koeficients ir f ’(xo )

Punkts x; ir pieskares krustpunkts ar Ox asi.

Piezimes.

1. Nuatona metodei ir nepiecieSams atvasinajuma aprékins. Ja funkcija f(x) ir dota ar for-
mulu, tad parasti nav problému aprékinat funkcijas atvasinajumu. Ja atvasinajumu
f'(x) nav iespéjams aprékinat analitiski, tad jaizmanto formulas (6.5) modifikacijas.

2. Nuatona metode konvergé atri, ja sakuma tuvinajums atrodas tuvu saknei. No otras
puses, metode var divergét, ja sakuma tuvinajums ir talu no saknes.

3. Nuatona metodi var izmantot komplekso saknu aprékinasanai.
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6.5. Apréekini MATLAB vidé. Nutona metode

Atrast vienadojuma x*-2x-5=0 sakni ar precizitati 0.00001, izmantojot
Nutona metodi.

Atrisindjums.

%% 6.3. piemérs. Nutona metode

clc, clearvars, format compact, close all, format longG

f = @(x)x."3-2*x-5;

x pr = -10:0.01:10; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth', 3)
grid on, title('Funkcijas f(x) grafiks intervala [-10, 10]")

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-10, 10]
1000

800

600

400

200

-200

-400

-600

-800

-1000 1 1 1 1 1 1 1

-10 -8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 10

6.5. att. Funkcijas f(x) =x3-2x-5 grafiks intervala (-10, 10).

Izmantosim $aurako intervalu, lai atrastu precizaku saknes aproksimaciju.

% 6.3 pieméra turpinajums
figure, x pr = -3:0.01:3; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth', 3)
grid on, title('Funkcijas f(x) grafiks intervala [-3, 31"'")

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-3, 3]
20

r—Sakuma tuvinajums > x, =2

-20

-25

-30 1 1 1 1 1
3 2 -1 0 1 2 3

6.6. att. Funkcijas f(x) =x*-2x-5 grafiks intervala (-3, 3).
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% 6.3. pieméra turpinajums
X app = 2; % saknes tuvinajumi
iter = 6; % maksimalais iteraciju skaits
syms x, fpr(x) = diff(f(x),x);
Xn = X app; M = zeros(iter,2);
for i = l:iter
xn = xn-f (xn) /double (fpr (xn)) ;
M(i,1) = xn; M(i,2) = f(xn);
end
disp(['saknes tuvinajums: ',num2str(x _app(:))1])
disp (' X f(x)")
disp (M)
Saknes tuvinajums: 2
b3 £ (x)
2.1 0.0610000000000008
2.09456812110419 0.000185723173270702
2.0945514816982 1.73976122397335e-09
2.09455148154233 -8.88178419700125e-16
2.09455148154233 -8.88178419700125e-16
2.09455148154233 -8.88178419700125e-16

% 6.3. pieméra turpinajums

fprintf ('Atbilde. NGtona metode: vienddojumam ir viena sakne \n' )
fprintf('x = %$.5f ar precizitati 10" (-5)\n',M(iter,1))

format

Atbilde. Nitona metode: vienaddojumam ir viena sakne
x = 2.09455 ar precizitati 107 (-5).

L J

Atrast visas vienadojuma x°*-7x*+11.01x-5=0 saknes ar precizitati 0.00001,
izmantojot Natona metodi.

Atrisindjums.

%% 6.4. piemérs. Nutona metode

clc, clearvars, format compact, close all, format longG

f =0@(x)x."3-7*x.72+11.01*x-5;

x pr = -10:0.01:10; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth', 3)
grid on, title('Funkcijas f(x) grafiks intervala [-10, 10]")

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-10, 10]
500

-500 4

-1000 i

-1500 i

-2000 1 1 1 I 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

6.7. att. Funkcijas f(x) =x*-7x*+ 11.01x -5 grafiks intervala (-10, 10).

Uzzimésim grafiku mazaka intervala, lai atrastu saknu sakuma tuvinajumus.
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% 6.4. pieméra turpinajums
figure, x pr = -1:0.01:6; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth', 3)
grid on, title('Funkcijas f(x) grafiks intervala [-1, 6]"'")

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-1, 6]

30
T T T T T

20

+—Sakuma tuvinajums > x{ =5

17— Sakuma tuvinajums > ?

-30 1 1 1 1 L 1
-1 0 1 2 3 4 5 6

6.8. att. Funkcijas f(x) =x*- 7x*+ 11.01x -5 grafiks intervala (-1, 6).

Viens sakuma tuvinajums (punkta x=5 apkartné) ir skaidri redzams 6.8. attéla. Situacija
punkta x=1 apkartné nav skaidra, tapéc uzzimésim grafiku punkta x=1 apkartne.

% 6.4 pieméra turpinajums
figure, x pr = 0.8:0.01:1.2; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth', 3)
grid on, grid minor, title('Funkcijas f(x) grafiks intervala [0.8,1.2]")

Funkcijas f(x) grafiks intervala [0.8,1.2] 0
L —Sakuma tuvinajums > x, =0.95

——Sakuma tuvinajums > x5 =1.05

!

-0.18 1 1 1 1 1 1
0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15

6.9. att. Funkcijas f(x) =x*-7x?+11.01x-5 grafiks intervala (0.8, 1.2).

Tagad visi tris vienadojuma x* - 7x?+ 11.01x - 5=0 saknu tuvinajumi ir zinami:
x,=1[0.95, 1.05, 5]
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% 6.4 pieméra turpinajums
x app = [0.95 1.05 5];
iter = 6;

fpr (x)

syms x, diff (f (x),x);
for j 1:3
M zeros (iter,2);
xn = x_app(J);
for i l:iter
Xn
M(i,1)
end
disp (
disp (
disp (M)
xapp_val (J)
end

xn; M(1i,2)

['saknes tuvinajums:
]
X

M(iter,1);

oe

saknes tuvinajumi
maksimalais iteraciju skaits
simboliska funkcija

Seit 3 ir saknu skaits

a° o oP

= xn-f (xn) /double (fpr (xn)) ;

f(xn);

',num2str(x_app(j)) 1)
f(x)")

Saknes tuvinajums: 0.95
X £ (x)
0.951497005988027 -9.29690692075269e-06
0.951519956691124 -2.18357154579962e-09
0.951519962084106 0
0.951519962084106 0
0.951519962084106 0
0.951519962084106 0
Saknes tuvinajums: 1.05
b3 £ (x)
1.05163398692811 -1.02748035306632e-05
1.05160797961909 -2.60076760127959e-09
1.05160797303276 1.77635683940025e-15
1.05160797303277 0
1.05160797303277 0
1.05160797303277 0
Saknes tuvinajums: 5
b3 £ (x)
4.99687695190506 7.79969747810583e-05
4.99687206489509 1.90851778825163e-10
4.99687206488313 -2.8421709430404e-14
4.99687206488313 7.105427357601e-15
4.99687206488313 1.4210854715202e-14
4.99687206488313 -2.8421709430404e-14

% 6.4 pieméra turpinajums

fprintf ('Atbilde. NGtona metode: vienddojumam ir tris saknes \n' )

fprintf (' x1l = X2

%.5f,

fprintf ('ar precizitati 10" (-

$.5f,
5 1\n"),

x3 5.5f ', xapp val(:))
format

~

Atbilde. NuUtona metode: vienadojumam ir tris saknes

x1 = 0.95152, x2

1.05161,

x3 4.99687 ar precizitati 107 (-5)
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Noteikt vienadojuma arctg x =0 sakni ar Natona metodi.
Atrisinajums.

Sis uzdevums ir izvéléts, lai ilustrétu ar Niitona metodi saistitis problémas. No elementaras
matematikas kursa ir zinams, ka vienadojumam arctgx=0 ir viena vienkarsa sakne x=0
(sk. funkcijas y=arctgx grafiku 6.10. attéla).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-6, 6]

05

-05

-1.5 1 1 1 1 1
% 4 2 0 2 4 6

6.10. att. Funkcijas f(x) =arctg x grafiks intervala (-6, 6).

Lai aprékinatu sakni ar Niatona metodi, izvélésimes divus sakuma tuvinajumus: (a) x,=1.2
un (b) x,=2.

Saknes tuvinajums: 1.2 (a)
X £ (x)

-0.937581643459592
0.477715950859446
-0.0696516707235599
0.000225051878509852
-7.59900383720188e-12
0

-0.753194731844205
0.445661974897971
-0.0695393624520285
0.00022505187471035
-7.59900383720188e-12
0

Saknes tuvinajums: 2 (b)
X
-3.53574358897045
13.9509590869275
-279.344066533617
122016.998917954
-23386004197.9338
8.59076667195034e+20

£ (x)
-1.29516905880261
1.49923905274924
-1.56721652737137
1.57078813121552
-1.57079632675214
1.5707963267949

Apreékini rada, ka gadijuma (a) Natona metode konverge, bet gadijuma (b) — divergé. Vieniga
starpiba starp aprékiniem (a) un (b) ir saistita ar sakuma tuvinijuma izvéli. Gadijuma (b)
sakuma tuvinajums x, =2 atrodas diezgan talu no saknes x=0.

Tas nozimé, ka Nitona metodes sakuma tuvinajums ir jaizvélas péc iespéjas tuvak saknei.
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6.6. Sekansu metode

Ja funkcijas f(x) atvasinajums nav viegli aprékinams vai to nevar aprékinat ar formulu (pie-
méram, ir dotas tikai skaitliskas funkcijas vértibas), tad Natona metodi var aizstat ar sekansu
metodi. Atvasinajuma f'(x, ) tuvinatai aprékinasanai var izmantot formulu:

fy(xn): f(xn)_f(xn—l)

Xn =X

(6.6)

Atzimésim, ka (6.6) nav preciza formula, bet atvasindgjuma aproksimacija. Ievietojot (6.6) for-

mula (6.5), iegistam
X, =X _f(xn)(x _xn—l)

" e ) f ()

Formulu (6.7) sauc par sekan$u metodi.

,n=12,... 6.7)

Atzimésim, ka, lai uzsaktu aprékinus, ir nepieciesami divi sakuma tuvinajumi: x, un x;.
Formulai (6.7) ir skaidra geometriska interpretacija: x; ir sekantes krustpunkts ar Ox asi, ja
sekante iet caur punktiem (x,,_;, f(x,_;)) un (x,, f(x,)). Var rasties butiska noapalosanas klida,
ja skaitli x, un x,_, ir loti tuvu viens otram.
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6.7. Aprékini MATLAB vidée. SekanSu metode

Atrast vienadojuma x*-2x-5=0 sakni ar precizitati 0.0001, izmantojot
sekansu metodi.

Atrisindjums.

%% 6.6. piemérs. SekansSu metode

clc, clearvars, format compact, close all, format longG

f = @(x)x."3-2*x-5;

x pr = -10:0.01:10; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth', 3)
title ('Funkcijas f (x) grafiks intervala [-10, 10]'), grid on

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-10, 10]
1000

T T T T T T T

800

600

400

200

-200

-400

-600

-800

-1000 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-10 8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

6.11. att. Funkcijas f(x) =x*-2x-5 grafiks intervala (-10, 10).

Lai atrastu saknu sakuma tuvindjumus, uzzimésim grafiku mazaka intervala.

% 6.6. pieméra turpinajums
figure, x pr =-3:0.01:3; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth', 3)
title('Funkcijas f (x) grafiks intervala [-3, 3]'), grid on

Funkecijas f(x) grafiks intervala [-3, 3]
20

-30 1 L I 1 1
-3 2 -1 0 1 2 3

6.12. att. Funkcijas f(x) =x*-2x-5 grafiks intervala (-3, 3).

Lai uzsaktu aprékinus ar sekan$u metodi, ir nepiecieSsami divi sakuma tuvinajumi.
Par sakuma tuvinajumiem var papemt intervala galapunktus (ja intervals satur sakni).
Pienemsim, ka sakuma tuvinajumi 6.6. pieméra ir x,= 1.5 un x; =2.5.
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% 6.6. pieméra turpinajums
iter = 6; % maksimalais iteraciju skaits
xn = zeros(l,iter+2); f(xn)
xn = [1.5 2.5]; % sakuma tuvindjumi X1 =X,
for k = l:iter f(xn)_if(an)
k 2 = k+2; k 1 = k+1; X, —X,
xn(k 2) = xn(k_l)—f(xn(k_l))*(xn(k_l)—xn(k))/(f(xn(k_l))—f(xn(k)));
end
M pr(:,1) = xn(3:iter+2); M pr(:,2) = f(xn(3:iter+2));
disp(['saknes tuvinajumu intervals: ', num2str(xn(l1:2))])
disp (' X f(x)")
disp (M pr)
Saknes tuvinajumu intervals: 1.5 2.5
b3 £ (x)

1.95121951219512 -1.47364373703225

2.06514365866838 -0.322824785826985

2.09710136856466 0.0285012776310722

2.0945088038308 -0.000476333174634469
2.09455142033905 -6.8311648337982e-07
2.0945514815438 1.64099844823795e-11

% 6.6. pieméra turpinajums

fprintf ('Atbilde. Sekandu metode: vienddojumam ir viena sakne \n' )
fprintf (' x = %$.5f ar precizitati 1OA(—5)\n',M_pr(iter,1))

format

Atbilde. SekanSu metode: vienddojumam ir viena sakne
x = 2.09455 ar precizitati 10 (-5)

Izmantojot sekansu metodi, atrast vismazako pozitivo skaitli a, kas apmierina

doto vienadojumu (precizitate € =0.00001).
3

1\3/2x+31n(ax)dx =5
2
Atrisinajums.

Pirmkart, ir jaatrod intervals, kura atrodas sakne. Definésim funkciju f(a).
3
f(a) = I\3/2x+3 ln(ax)dx—S
2

Uzzimésim funkcijas f(a) grafiku dazadam a vértibam (pieméram, intervala (1, 10)).

Merkis ir atrast intervalu, kura f(a) maina zimi. Nav visparigu ieteikumu, ka izvéléties
intervalu. Biezi lietotajam ir jaizmégina dazadi intervali, lai atrastu saknes tuvinajumu.

%% 6.7. piemérs. Sekansu metode (Atrast vismazako pozitivo skaitli)
clc, clearvars, format compact, close all, format longG

integ = @(a,x) (2*x+3) .7 (1/3) .*log(a.*x) ;

for a = 1:10

fun = @(x)integ(a, x);

int val(a) = integral (fun,2,3)-5;
end
a pr 1:10; plot(a pr,int val,'r','LineWidth"', 3)
title (['Funkcijas f (a) grafiks intervala [1, 10]'])

(
xlabel ('a'),ylabel('f(a)'),grid on
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Funkcijas f(a) grafiks intervala [1, 10]

T T T T T T T T

0.5

a0=5

-0.5

ay €[ 47,5.1]

25

-35 1 1 1 1 1 1 1 L

6.13. att. Funkcijas f(a) grafiks intervala (1, 10).

Grafika redzams, ka par sakuma tuvinajumu var izvéléties punktu x=5. Ja tiek izmantota
sekansu metode, ir nepieciesami divi tuvinajumi.

Par sakuma tuvindgjumiem panemsim intervala (4.7, 5.1) galapunktus (t. i., x,=4.7 un x; =5.1).

% 6.7. pieméra turpinajums

iter = 6; a xn = zeros(l,iter+2);
a xn = [4.7 5.1]; % sakuma tuvinajumi
for i = 1:2
fun = @(x)integ(a xn(i),x);
f(i) = integral(fun,2,3)-5; % funkcijas f(a)vértibas punktos
end f(xn)
X =X, —
™ ! f(xn)_f(xn—l)
for k = l:iter X, =X,
kl = k+1; 1 = k+2;
a xn(i) = a xn(kl)-f(kl)*(a xn(kl)-a xn(k)) /(£(k1l)-£(k));
fun = @(x)integ(a xn(i),x); f(i) = integral (fun,2,3)-5;
M pr(k,1) = a xn(i); M pr(k,2) = £(i);
end
disp(['skaitla a tuvinajumu intervals: ', num2str(a xn(l:2))])
disp (' a f(x)")
disp (M pr)
Skaitla a tuvinajumu intervals: 4.7 5.1
a f(x)
4.90342102050635 0.00166513083466757
4.89925488601511 -3.38809041933175e-05
4.89933796513713 1.41160709787869%9e-08
4.89933793053763 1.19015908239817e-13
4.89933793053734 8.88178419700125e-16
4.89933793053733 0

% 6.7. pieméra turpinajums
fprintf ('Atbilde.

Sekansu metode - vismazakais pozitivais skaitlis

\n' )

fprintf (' a = %.5f ar precizitati 107 (-5)\n' /M pr (iter, 1))
format
Atbilde. SekansSu metode - vismazakais pozitivais skaitlis

a = 4.89934 ar precizitati 107 (-5)
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Izmantojot sekansu metodi, atrast minimalo pozitivo skaitli a, kas apmierina
doto vienadojumu (precizitate € =0.000001).

:|‘£\/2+ax4 sin(xz)dx =5
2

Atrisinajums.

%% 6.8. piemérs. SekansSu metode (Atrast vismazako pozitivo skaitli)
clc, clearvars, format compact, close all, format longG

integ = @(a,x) (2+a.*x.%4) .~ (1/2) .*sin(x."2);
for a = 1:10
fun = @(x)integ(a,x);
int val(a) = integral (fun,2,4)-5;
end
a pr 1:10; plot(a pr,int val,'r','LineWidth', 3)
title(['Funkcijas f (a) grafiks intervala [1, 10]'])

(
xlabel ('a'),ylabel('f(a)"),grid on

Funkcijas f(a) grafiks intervala [1, 10]
05

25

-3.5

6.14. att. Funkcijas f(a) grafiks intervala (1, 10).

% 6.8. pieméra turpinajums
for a = 11:20

fun = @(x)integ(a,x);
int val(a) = integral(fun,2,4)-5;
end
figure
a _pr 11:20; plot(a pr,int val(11:20),'r', 'LineWidth', 3)
title (['Funkcijas f (a) grafiks intervala [11, 20]'])

(
xlabel ('a'),ylabel ('f(a)'),grid on
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Funkcijas f(a) grafiks intervala [11, 20]

T T T T T T T T

0.8

0.6

0.4

0.2

f(a)

a,=14.2

04

-0.6

-0.8 I 1 I I L 1 1 1

6.15. att. Funkcijas f(a) grafiks intervala (11, 20).

% 6.8. pieméra turpinajums
iter = 6; a xn = zeros(l,iter+2);
a xn = [14 14.5];
for i = 1:2
fun = @(x)integ(a xn(i),x); f£(i) = integral(fun,2,4)-5;
end
for k = l:iter
kl = k+1; 1 = k+2;

a xn(i) = a xn(kl)-£f(kl)*(a_xn(kl)-a xn(k))/ (£(kl)-£(k));
fun = @(x)integ(a xn(i),x); f(i) = integral (fun,2,4)-5;
M pr(k,1) = a xn(i); M pr(k,2) = £(i);
end
disp(['skaitla a tuvinajumu intervals: ', num2str(a xn(l:2))])
disp (' a f(x)")
disp (M pr)
Skaitla a tuvindjumu intervals: 14 14.5
a £ (x)
14.2337097875253 0.000193422708948177
14.2326081320141 -9.08012921740919%e-07
14.2326132795143 1.75619518927306e-11
14.2326132794148 -8.88178419700125e-16
14.2326132794148 5.32907051820075e-15
14.2326132794148 -8.88178419700125e-16

% 6.8. pieméra turpinajums

fprintf ('Atbilde. Sekansu metode - vismazakais pozitivais skaitlis
fprintf (' a = %.6f ar precizitati 107 (-6)\n',M pr(iter,1))
format

\n' )

Atbilde. Sekansu metode - vismazidkais pozitivais skaitlis
a = 14.232613 ar precizitati 10~ (-6)
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Apliukosim dazas iebuvétas MATLAB funkcijas, ko lieto vienadojuma (6.1) risinasanai.
KOMANDA roots

Komandu roots izmanto, lai atrastu polinoma saknes.

roots(p) | Aprékinat n-tas pakapes polinoma saknes (p ir vektors ar 7+ 1 komponentém, kas
satur polinoma koeficientus, sakot ar koeficientu pie x")

Noteikt vienadojuma x* - 5x + 3 = 0 saknes, izmantojot komandu roots.

%% 6.9. piemérs. Komanda roots

clc, clearvars, format compact

coef pol = [1 0 -5 3]; x sol=roots(coef pol)

fprintf ('Atbilde: \n vienaddojuma saknes: ')

fprintf('xl = $.4f, x2 = $.4f, x3 = %.4f \n ',x sol(:))

Atbilde:
vienadojuma saknes: x1 = -2.4909, x2 = 1.8342, x3 = 0.6566

CHIN ST EEN Noteikt vienadojuma x° - 3x* + 4 =0 saknes, izmantojot komandu roots.

%% 10. piemérs. Komanda roots

clc, clearvars, format compact

coef pol = [1 0 -5 3]; x sol=roots(coef pol)

fprintf ('Atbilde: \n vienaddojuma saknes: ')

fprintf('xl = $.0f, x2 = $.0f, x3 = %.0f \n ',x sol(:))

x_sol =
2.0000
2.0000
-1.0000

Atbilde:
vienadojuma saknes: x1 = 2, x2 = 2, x3 = -1

Ka redzams, ar komandas roots palidzibu var aprékinat ne tikai vienkarsas saknes, bet
ari saknes ar kartu m. Vienadojumam 6.10. pieméra ir viena vienkarsa sakne x=-1 un viena
sakne x=2 ar kartu 2.
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Vilkinsons (Wilkinson) 1963. gada ilustréja, ka mazas kladas polinoma koefi-
cientos var ietekmét augstakas pakapes polinoma saknes. Aplakosim polinomu

p(x) =(x—1)(x—2)...(x—20)

Skaidrs, kas tas ir divdesmitas pakapes polinoms, kuram ir 20 realas un vienkar$as saknes
x=1,%,=2, ..., x,0=20. Konstruésim polinomu p(x) péc x pakapém.

%% 6.11. piemérs. Komanda roots
clc, clearvars, format compact, format longG
syms x, pol = 1;
for i = 1:20
pol = pol*(x-1i);

end
polyn(x) = collect(pol);
coef pol = symZ2poly(polyn)' % polinoma koeficienti
x sol =roots(coef pol);
M pr(:,1) = x sol;
coef pol = coef pol =
1 1
-210 -209.999999880791
20615 20615
-1256850 -1256850
53327946 53327946
-1672280820 -1672280820
40171771630 40171771630
-756111184500 -756111184500
11310276995381 11310276995381
-135585182899530 -135585182899530
1.3075350105404e+15 1.3075350105404e+15
-1.01422998655115e+16 -1.01422998655115e+16
6.30308120992949e+16 6.30308120992949e+16
-3.11333643161391e+17 -3.11333643161391e+17
1.20664780378037e+18 1.20664780378037e+18
-3.59997951794761e+18 -3.59997951794761le+18
8.03781182264505e+18 8.03781182264505e+18
-1.2870931245151e+19 -1.2870931245151e+19
1.38037597536407e+19 1.38037597536407e+19
-8.7529480367616e+18 -8.7529480367616e+18
2.43290200817664e+18 2.43290200817664e+18

Koeficients pie x'" ir -210. Konstruésim polinomu ﬁ(x), kuram visi koeficienti sakrit ar
polinoma p(x) koeficientiem, iznemot koeficientu pie x", kas ir vienads ar -210+2 (kur
22~1.19-107).

Aprékinasim polinoma f)(x) saknes, izmantojot komandu roots.

Q

% 6.11. pieméra turpinajums

coef pol(2) = coef pol(2)+2"(-23)

x sol = roots(coef pol);

M pr(:,2) = x sol;

disp('Atbilde.'), disp(' Polinomu saknes:')

disp (' pirmais polinoms otrais polinoms')
(

disp(M pr), format
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©

ONDMNWLUL ANV

19.
19.
17.
17.
15.
15.
13.
13.
11.
11.

Atbilde.
Polinomu saknes:

pirmais polinoms

9998092912366 + 0i
0019098182994 + 0i
9909213527165 + 0i
0254271462374 + 0i
946286716608 + 0i
0754937996995 + 0i
9147555918021 + 0i
0743140324473 + 0i
9532832538469 + 0i
0250229329093 + 0i
.99041304248173 + 0i
.00291529436205 + 0i
.99935582960776 + 0i
.00010200279301 + 0i
.99998924582477 + 0i
.00000066576979 + 0i
.99999998373753 + 0i
.9999999995921 + 0i
.00000000002832 + 0i
.999999999999699 + 0i

ORHEHRHERKBERERRERRELENN
CONNUVGUI ®®O®O O

ONWWULULIJV

otrais polinoms

.4767768303906 + 1
.4767768303906 - 1
.1813329681283 + 2
.1813329681283 - 2
.3059451708611 + 2
.3059451708611 - 2
.821765504111 + 2
.821765504111 - 2
.8929657643548 + 1
.8929657643548 - 1
.50162317560761 + 0i
.14747678837822 + 0i
.99303334275146 + 0i
.000300993958 + 0i
.99999294947909 + 0i
.00000016640481 + 0i
.99999998804744 + 0i
.00000000047138 + 0i
.00000000000147 + 0i
.999999999999804 +0i

.0390203092122i
.0390203092122i
.54895137748041
.54895137748041
.77539812987259i
.77539812987259i
.12356491975509i
.12356491975509i
.149555981494331
.149555981494331

Ka redzams, loti maza klada (ap 107) viena koeficienta pie x'° rada lielas izmainas atrisi-
najuma (desmit saknu ir kompleksi saistitie skaitli ar imaginaro dalu, kas parsniedz péc
modula 1).

Tas ir klasisks nekorekta uzdevuma piemérs — mazas izmainas ieejas datu kopa rada lielas
izmainas atrisindjuma. Si iemesla dé] augstakas pakapes polinomus neiesaka izmantot skait-
liskos aprékinos (atgadinasim arl Runges un Bernsteina piemérus, kas ilustré interpolacijas
problémas, izmantojot augstaku kartu interpolacijas polinomus).
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KOMANDA fzero

Komandu fzero izmanto, lai atrastu vienadojuma (6.1) sakni, ja ir zinams sakuma
tuvinajums.

fzero(£,x0) | Aprékinat vienadojuma f(x) =0 sakni (%0 ir sakuma tuvinajums)

CRPRENEER Atrast vienadojuma sinx=0 sakni, ja sakuma tuvinajumi ir (@) x,=2, (b)
xo="7, (c) x, pieder intervalam [1.5, 2].

%% 6.12. piemérs. Komanda fzero
clc, clearvars, format compact, close all

f = @(x)sin(x);
x pr = 1.5:0.01:7.5; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth', 3)
title(['Funkcijas y=sinx grafiks intervala [1.5, 7.5]'])

xlabel ('x"),ylabel ("f(x)"),grid on

Funkcijas y=sinx grafiks intervala [1.5, 7.5]

0.8
0.6
0.4

02 X 3.4 X 6.29
Y 0.00159265 Y 0.00681464

f(x)

-0.2

-0.4

-06

-0.8

X

6.16. att. Funkcijas y=sinx grafiks intervala (1.5, 7.5).

Grafika redzams, ka intervala (1.5, 7.5) funkcijai y=sinx ir divas saknes (saknu tuvinajumi ir
3.13 un 6.29).

% 6.12. pieméra turpinajums

figure
X pr 1.5:0.01:2; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LineWidth"', 3)
title(['Funkcijas y=sinx grafiks intervala [1.5, 2]'])

(
xlabel ('x'"),ylabel ("f(x)"),grid on
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Funkcijas y=sinx grafiks intervala [1.5, 2]

0.95

(x)

0.94

0.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1
15 1.55 1.6 1.65 17 175 1.8 1.85 19 1.95 2

X

6.17. att. Funkcijas y=sinx grafiks intervala (1.5, 2).

Funkcijas y=sinx grafiks nekrustojas ar Ox asi intervala (1.5, 2). Tas nozimeé, ka $aja intervala
saknu nav.

% 6.12. pieméra turpinajums
x1 = fzero(f,2)

x2 = fzero(f,7)

x3 = fzero(f,[1.5 2])

xl =
3.1416
X2 =
6.2832
Error using fzero (line 290)
The function values at the interval endpoints must differ in sign.
Error in nelinedri_vienaddojumi (line 267)
x3 = fzero(f,[1.5 2])

Rezultati rada, ka atkariba no sakuma tuvinajuma iegtistam dazadas saknes. Pieméram, gadi-
juma (a) ir iegtta sakne x=3.14..., bet gadijuma (b) — sakne x=6.28...

Gadijuma (c) sakuma tuvinajumu definé ka intervalu. Ta ka intervala [1.5, 2] nav vienado-
juma sinx =0 saknu, gadijuma (c) atrisindjuma nav.

(RN EIEN Atrast vienadojuma e*=0 sakni.
Atrisindjums.

No matematikas kursa ir zinams, ka vienadojumam e*=0 nav realu saknu (funkcijas y=e*
grafiks nekrustojas ar Ox asi). Méginasim izmantot £zero, lai atrastu vienadojuma sakni
(pienemsim, ka sakuma tuvinajums ir x,=0).

%% 6.13. piemérs. Komanda fzero
clc, clearvars, format compact, close all

f = @(x)exp(x);
x pr = -1:0.01:1; plot(x pr,f(x pr),'r', 'LinewWidth', 3)
title(['Funkcijas y=exp(x) grafiks intervala [-1, 1]'])

xlabel ('x"),ylabel ("f(x)"),grid on
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Funkcijas y=exp(x) grafiks intervala [-1, 1]

25

0.5

6.18. att. Funkcijas y=e* grafiks intervala (-1, 1)

% 6.13. pieméra turpinajums
x = fzero(f,0)

X =
-926.8190

Rezultata it ka iegaistam “sakni™ x; =926.8190. MATLAB nezino par kladu! Més tacu zinam,
ka vienadojumam e*=0 realu saknu nav.
Kapéc rodas kladains aprékins (bez pazinojuma par kladu)?

Mums, protams, nav precizas informacijas, ka strada fzero. Loti iespéjams, ka katra soli
fzero aprékina funkcijas y=e* vértibu un salidzina to ar nulli. Protams, e ir Joti tuva
nullei — aprékina MATLAB videé rezultats ir precizi nulle.

Tomer tas nenozimé, ka x; =926.8190 ir vienadojuma e*=0 sakne!

Mausdienas izskan apgalvojumi, ka inzenierim matematika nav vajadziga. Inzenierim ir japrot
tikai lietot datorprogrammas. Ja inZenieris zinas, ka formulét probléemu datoram, atliks tikai
analizét rezultatus. Sis piemérs rada, kur var novest $ada kliidaina pieeja!
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6.8. Nelinedro vienadojumu sistémas

Aplikosim vienadojumu sistému
i (xl,xz,...,xn) =

0
f2 (xl’xzy...,xn):()

(6.8)
fn (xpxz,...,xn):()

Apzimésim sistémas (6.8) precizo un tuvinato atrisinajumu attiecigi ar X, X,,...,X, un x;, x,,
R

Ja tuvinatais atrisinajums ir tuvu precizam atrisinajumam, izvirzisim funkcijas f;, f,, ..., f,
péc Teilora rindas punkta M(x,, x5, ..., x,) apkartné un nemsim véra tikai linearos loceklus.

Rezultats ir

S _ ofy| (- ofi| (=
fi(% % 0%, )= £ (xl,xz,...,xn)Jra—1 (% —x1)+...+a—1 (x,—x,)
“1lm *nlm
S _ of,| (= of, _
fo (%1 %00 %, ) = f (X% 0%, ) + 5 L (X —x )+ =2 (X, x,)
%X [y ox, M
Izmantojot apziméjumu Ax; = X; —x;,i=1,2,...,n, parrakstism vienadojumus matricu veida:
% %
0%, ox, |[ Ax —fi
SV =l (6.9)
Go .. Tu M%) S
0x, ox,,
Matricu A sauc par Jakobi matricu.
Gh o S
0x, ox,,
A=| ¢ o
Gn ... Y
0x, ox,,
Atrisinot linearo sistému (6.9), iegistam korekcijas Ax;, i=1, 2, ..., n. Nakamo sistémas (6.8)
atrisinajuma aproksimaciju iegtist péc formulam
xz(m“) = xi(m) 4 Axl(m), i=12,..,n
Aplakosim gadijumu n=2.
Dota sistéma
{fl(xl’xZ):O (6.10)
f (x1>x2 ) =0

0,0),

Apzimésim sakuma tuvinajumu atrisindjumam ar (x1 > X5

(0)

.o .. _ . . 0 - -
Izvirzisim funkcijas f,(x;, x,) un f,(x,, x,) péc Teilora rindas punkta M, (xl 5 xg ))Oapkartne
un nemsim veéra tikai linearos loceklus attieciba pret Ax; = x; —xl0 un Ax, =x, —x; '

1

Ja punkts (;C(o)) xgo)) ir tuvu sistémas precizam atrisinajumam, tad Teilora rinda ir aptuveni
ulli.

vienada ar
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Tadéjadi
_ (.0 ), % (0)), 9 () o
fl(xl,xz)—fl(x1 i )+6x1 Mo(xl - )+8x2 Mo(xz 7% )~0
0 0
Aleon) =53y (o) ()0

Sistému var parrakstit $ada veida

0 0
a_ﬁMU (x1 _x1<o>)+£ . (xZ _x2<o>): _f (xl<°>,x2<°>)
Bl (@), % @) (0, 0
o " (xl X )+ o § (xz X, )— 12 (xl » Xy )
vai ari matricu veida:
AAx=Db
kur
| N
0x; M 0x, M Ax, -f (xl(o),xz(o))
Hh= ’ ‘L Ax= ( j unb = ,
o % A%, —f (xl(o)’xz(o))
0x, M, 0x, M,

Atrisinot sistému, iegiistam korekcijas Ax; = x; — xfo) un Ax, = x, — xgo).
Nakamo tuvinajumu atrisinajumam uzrakstisim $ada veida:

xfl) = xgo) +Ax;, xgl) = xgo) +Ax,
Atkartojot So procediiru, iegtistam

xgm) = xgmfl) + Axfm), xgm) = xgmfl) + Axgm)

Katra soli parbaudisim, vai vektora fnorma ir pietiekami maza.

AERES

T2 m o

f (xl 205 )

Precizam atrisindgjumam || f || =0

<E&

e

(6.11)
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6.9. Aprekini MATLAB videé.
Nelinedro vienadojumu sistémas

Var konstruét apslépta veida (f(x, y) =0) dotas funkcijas grafiku

fimplicit(f,interval) |, -
intervala [X,,inXmaxYminY max)-

Atrisinat sistému ar Nutona metodi apgabala D = {O <x, <150<x, < 1.5} ar
precizitati 0.00001:
xl3 +x§ =1
sin(x; +0.1)—x, =0.3
Atrisinajums.
Vispirms parrakstisim sistému standarta forma (6.10), pienemot, ka f; (xl, X, ) = xl3 +x§ -1
un f, (xl,xz) = sin(x1 +0.1) —x, —0.3. Uzzimésim funkciju f,(x;, x,) =0 un f,(x,, x,) =0 gra-
fikus, izmantojot komandu fimplicit.

%% 6.14. piemérs. Nitona metode vienaddojumu sistémam
clc, clearvars, format compact, close all,format longG
fl = @(x1,x2)x1."3+x2.73-1;

f2 = @(x1,x2)sin(x1+0.1)-x2-0.3;

fimplicit (£1,[0 1.5 0 1.5],'r"', "Linewidth',3), hold on
fimplicit (£2,[0 1.5 0 1.5],'b"', "Linewidth', 3), hold off
grid on,xlabel ('x1l"),ylabel('x2")

legend, title('Divu liniju krustojums')

Divu Iniju krustojums

T T

_x13+ngl

e i (X, +0.1) — X, — 0.3

1 Sakuma tuvinajums:
xl = 0.9, XZ = 0.6

x2

0.5

0 1
0 0.5 1 1.5
x1

6.19. att. Funkciju f(x;, x,) =0 un f,(x;, X,) =0 grafiki apgabala D.

Vienadojumu sistémas atrisindjuma geometriska interpretacija ir divu liniju f,(x;, x,)=0 un
fo(x1, x,) =0 krustpunkts. Tadéjadi par sakuma tuvindgjumu atrisinajumam pienemsim krust-
punkta koordinatas x, =0.9, x,=0.6, kurus nolasisim no grafika (sk. 6.19. attélu). Talak defi-
nésim vektoru fun =(f,, f,) un aprékinasim Jakobi matricu fun_pr.
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% 6.14. pieméra turpinajums
syms x1 x2

xapp = [0.9 0.6]; xapp pr = xapp; xpr = [x1 x2];

fun = [x1"3+x273-1,sin(x1+0.1)-x2-0.3]; % funkcijas
% funkcijas atvasinajumi

fun pr = [diff(fun(1l),xpr (1)) diff(fun(l),xpr(2))

diff (fun(2),xpr (1)) diff(fun(2),xpr(2))]

fun pr =
[ 3*x112, 3*x272]
[ cos(x1 + 1/10), -1]

Nakamaja bloka risina sistému (6.11), atrod korekciju Ax un kopstrué nakamo tuvinajumu
xm+D_ Katra iteracijas soli cikla while parbauda nosacijumu “‘x(mﬂ) r< € (musu pieméra
€=107°). Aprékinu turpina, ja nosacijums Tx "I < ¢ neizpildas. Pretéja gadijuma (ja metode
konverge) ieglistam atrisinajumu ar noteiktu precizitati.

% 6.14. pieméra turpinajums
epsi = 107 (-5); %k = 0; % iteraciju skaits
sol norm = 1; % normas sakuma vértiba (jabuat lielakai par epsi)
while sol norm > epsi
for i = 1:2

B(i,1) = -double(subs (fun (i), xpr,xapp));
for j = 1:2

A(i,j) = double(subs(fun pr(i,j),xpr,xapp));
end

end
xdelta = A\B; xapp = xappt+xdelta';
c = double (subs (fun, xpr, xapp)); sol norm =norm(c);

k = k+1;

M pr(k,1:2) = xapp(l:2);

M pr(k,3) = sol norm;
end
disp(['saknes tuvinajumi: ', num2str (xapp pr(l:2))1])
disp (' x1 x2 kludas norma')
disp (M pr)
saknes tuvinajumi: 0.9 0.6

x1 x2 klidas norma
0.939226911323494 0.562665375448065 0.0067037766103792
0.937292066425253 0.561031869039488 1.51271236740301e-05

0.937287727882533 0.56102804974393 7.79017108536289%e-11

[

% 6.14. pieméra turpinajums

fprintf ('Atbilde. NGtona metode: sistémai ir divas saknes \n' )
fprintf (' x1 = %.5f, x2 = %.5f ',M pr(k,1:2))

fprintf ('ar precizitati 107 (-5)\n'), format

Atbilde. Nidtona metode: sistémai ir divas saknes
x1l = 0.93729, x2 = 0.56103 ar precizitati 10~ (-5)
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UZDEVUMI PATSTAVIGAI RISINASANAI

ce = e o1 . . X _ . s
Atrisinat vienadojumu sm(x+0.2):z+3 ar Nuatona metodi (precizitate

0.000001).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-10, 10]

sin(x+0.2)—§—3=0

6.20. att. Funkcijas grafiks intervala (-20, 10).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-20, -9]

-1.5 Il

X -15.08
Y 0.03344

X -13.03
Y -0.003086

X -10.14
Y 0.02773

-18

6.21. att. Funkcijas grafiks intervala (=20, -9).

-16 -14

saknes tuvindjums: -15
b4 f (x)
-15.0442040302984 0.000761137820258995
-15.0433579304803 2.72205580742479e-07
-15.0433576276732 3.50830475781549e-14
-15.0433576276731 0
-15.0433576276731 0
-15.0433576276731 0
saknes tuvinajums: -13
X £ (x)
-13.0255801630639 7.84533178674884e-05
-13.0256896440809 1.53632884192234e-09
-13.0256896462249 -4.44089209850063e-16
-13.0256896462249 -4.44089209850063e-16
-13.0256896462249 -4.44089209850063e-16
-13.0256896462249 -4.44089209850063e-16
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saknes tuvinajums:

-10.
-10.
-10.
-10.
-10.
-10.

-10.1

b3 £ (x)

1153302684843 -5.42972683676979e-05
1153782311848 -5.4189541742744e-10
1153782316635 4.44089209850063e-16
1153782316635 4.44089209850063e-16
1153782316635 4.44089209850063e-16
1153782316635 4.44089209850063e-16

~

x1l =

Atbilde. Nitona metode: vienddojumam ir tris saknes
-15.043358,
ar precizitati 107 (-6)

x2 = -13.025690, x3 = -10.115378

Atrisinat vienadojumu x* —4x +4 = 2cos2x ar Nitona metodi (precizitate

0.00001).

(a) Cik vienadojumam ir saknu?
(b) Atrast vismazako sakni.
(c) Atrast vislielako sakni.

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-10, 10]

160

140

120

100

80

60

40

20

-20 1 1

-10 -8 -6

6.22.

-4 -2 0 2 4 6 8 10

att. Funkcijas grafiks intervala (-10, 10).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [0, 4]

T T

-1 1 1

T T T T T

0 0.5 1

15 2

6.23. att. Funkcijas grafiks intervala (0, 4).
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saknes tuvinajums: 2.3
b3 £ (x)
2.39313393544453 0.00693088606821768
2.39529792970389 6.09242124502418e-06
2.39529983526615 4.76552131090102e-12
2.39529983526764 0
2.39529983526764 0
2.39529983526764 0
saknes tuvinajums: 3.3
b3 £ (x)
3.35472078266816 0.0142283332900697
3.35145987263205 4.9399812501294e-05
3.35144847177616 6.04769345713407e-10
3.35144847163658 0
3.35144847163658 0
3.35144847163658 0

~

Atbilde. Natona metode: vienddojumam ir divas saknes
x_vismaz = 2.39530, x visliel = 3.35145 ar precizitati 10%(-5)

Atrisinat vienadojumu sinx—2Inx =0 ar sekan$u metodi (precizitate
0.00001).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [0.05,10]

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2

6.24. att. Funkcijas grafiks intervala (0.05, 10).

w
N
@
>
<
©
©
3

Lai konstruétu funkcijas grafiku, janem vera funkcijas f (x)=sinx—2Inx definicijas apga-
bals (x> 0), tapéc grafiks ir uzziméts tikai pozitivam x vértibam.

saknes tuvindjumu intervals: 1.3 2
b3 £ (x)
1.63541367179252 0.0141214604409474
1.64589686986917 0.000610388825919239
1.64637046864417 -6.64542730954842e-07
1.6463699535883 3.15732995304074e-11
1.64636995361277 1.11022302462516e-16
1.64636995361277 1.11022302462516e-16

~

Atbilde. SekansSu metode: vienddojumam ir viena sakne
x = 1.64637 ar precizitati 10~ (-5)
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Atrisinat vienadojumu sinxIn(x+5)=+/x+1 ar Natona metodi (precizitate
0.00001).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-1, 10]
1

-5 1 L L 1 !
-2 0 2 4 6 8 10

6.25. att. Funkcijas grafiks intervala (-1, 10).

Grafiks uzziméts intervala, kura funkcija ir definéta: x> 1.

Funkcijas f(x) grafiks intervala [0, 3]
0.5

0.5

-2 I I I I I
0 05 1 15 2 25 3

6.26. att. Funkcijas grafiks intervala (0, 3).

saknes tuvinajums: 0.9
b3 £ (x)
0.886302209151927 -0.000103127628316324
0.886418296313774 -7.30692617523232e-09
0.886418304540091 2.22044604925031e-16
0.88641830454009 -2.22044604925031e-16
0.886418304540091 2.22044604925031e-16
0.88641830454009 -2.22044604925031e-16
saknes tuvinajums: 2
b3 £ (x)
2.0385730253129 -0.00137852191552335
2.0372474212691 -1.61747124116651e-06
2.0372458622296 -2.23798757303939%e-12
2.03724586222744 -2.22044604925031e-16
2.03724586222744 -2.22044604925031e-16
2.03724586222744 -2.22044604925031e-16

~

Atbilde. Nidtona metode: vienddojumam ir divas saknes
x1l = 0.88642, =x2 = 2.03725 ar precizitati 107 (-5)
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Atrisinat vienadojumu 4 cos(x2 ) —V1+x =0 ar sekanu metodi (precizitate
0.0001).

Funkeijas () grafiks intervala [-1, 10] Grafiks uzziméts intervala,
kura funkcija ir definéta:
x2-1.

-20

-25

-30

-35

-40 1 1 1 1 1
-2 0 2 4 6 8 10

6.27. att. Funkcijas grafiks intervala (-1, 10).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [0, 3]

-10 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3

6.28. att. Funkcijas grafiks intervala (0, 3).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [2.3, 2.6]

T T T T T T

05 |

-1.5 L L L L L L
2.3 235 2.4 245 25 2.55 26 2.65

6.29. att. Funkcijas grafiks intervala (2.3, 2.6).
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saknes tuvinajumu intervals: 1 1.3
b3 £ (x)
1.07443414392261 0.121062166496323
1.08588495835891 0.016751684521028
1.08772389560964 -0.000194326980957227
1.08770280774929 3.03252583488955e-07
1.0877028406062 5.4678483962789%e-12
1.08770284060679 4.44089209850063e-16

~

Atbilde. Sekansu metode: vienadojumam ir viena sakne
x = 1.0877 ar precizitati 10”7 (-4)

Atrast vismazako pozitivo skaitli, kas apmierina vienadojumu
1
Iln(1+ax+x3)dx =1L
0

Izmantot sekan$u metodi (precizitate 0.000001).

Funkcijas f(a) grafiks intervala [1, 10]
0.8

0.6

0.4

0.2

f(a)

-0.2

-0.4

-0.6 | 1 1 1 1 1 L L

6.30. att. Funkcijas grafiks intervala [1, 10].

skaitla a tuvinajumu intervals: 3 4
a £ (x)
3.5373634867467 0.0030883028746953
3.5159691097849 -0.000121097552774785
3.51677636545516 2.04920117541363e-07
3.51677500173253 1.35831346170789%e-11
3.51677500164213 -1.11022302462516e-16
3.51677500164213 2.22044604925031e-16

~

Atbilde. SekansSu metode - vismazakais pozitivais skaitlis
a = 3.516775 ar precizitati 107 (-6)

Atrast vismazako pozitivo skaitli, kas apmierina vienadojumu
1
jVasinx+ xdx=1
0

Izmantot sekan$u metodi (precizitate 0.0001).
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Funkcijas f(a) grafiks intervala [1, 10]

T T T T T T T T

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4 L 1 1 1 1 1 1 1

6.31. att. Funkcijas grafiks intervala [1, 10].

skaitla a tuvindjumu intervals: 1.5 2.5
a f(x)
1.98815511746172 0.00545753227786272
1.96039343301781 -0.000294669050501239
1.96181558581262 8.19872176149872e-07
1.96181163986603 1.23179910715976e-10
1.96181163927309 2.22044604925031e-16
1.96181163927309 0

-

Atbilde. SekansSu metode - vismazakais pozitivais skaitlis
a = 1.9618 ar precizitati 10 (-4)
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Izmantojot sekan$u metodi, atrast minimalo pozitivo skaitli a, kas apmierina
vienadojumu 5
I ax’ +1dx =2
1

(precizitate £=0.0001).

Funkcijas f(a) grafiks intervala [1, 10]

T T T T T T T T

35

25

f(a)

05

6.32. att. Funkcijas f(a) grafiks intervala [1, 10].

Funkcijas f(a) grafiks intervala [0, 1]
0.2

-0.2

-0.4

f(a)

-0.6

-0.8

6.33. att. Funkcijas f(a) grafiks intervala [0, 1].

skaitla a tuvindjumu intervals: 0.8 0.9
a £ (x)
0.846854891858317 0.000483961878640748
0.846293849842368 -5.73286370864068e-06
0.846300417969681 7.09730052506075e-10
0.846300417156645 1.33226762955019e-15
0.846300417156644 0
0.846300417156644 0

~

Atbilde. SekansSu metode - vismazakais pozitivais skaitlis
a = 0.8463 ar precizitati 107 (-4)
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Atrisinat doto sistému ar Natona metodi apgabala D (precizitate 0.00001).

D={-10<x<5-10< y <20}

Xyt =1

x3+2y2 =5

Divu liniju krustojums
20

6.34. att. Funkciju grafiki apgabala -10<x<5, -10<y < 20.

Divu Iiniju krustojums mazaka apgabala

— X7 — Y% = 1

— x>+ 2y2 =5

6.35. att. Funkciju grafiki apgabala 0<x<5,-5<y<5.

saknes tuvinajumi: 1.3 1
x y kliddas norma
1.43855890944499 1.02512658227848 0.0809552270158599
1.42886772249466 1.02058301635578 0.000451685479427335
1.42881770310983 1.02054888534701 1.31228342936034e-08

~

Atbilde. Nitona metode: sistémai ir divas saknes
x = 1.42882, y = 1.02055 ar precizitati 107 (-5)
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saknes tuvinajumi: 1.3 -1

x y
1.43855890944499 -1.02512658227848
1.42886772249466 -1.02058301635578
1.42881770310983 -1.02054888534701

klidas norma
0.0809552270158599
0.000451685479427335
1.31228342936034e-08

~

x = 1.42882, y = -1.02055 ar precizitati 1

Atbilde. Nitona metode: sistémai ir divas saknes

0% (-5)

(RO E  Atrisinat vienadojumu  sistému
x

,y€|0 4,0 4 |(precizitate £=0.00001).

ar Nutona metodi, apgabala

Y= =0
4—x
1
52 —)/2 _1
2
Divu liniju krustojums
4 T T T T T T T
S
— 2 — X%/(4 — X)
35 L — X2 -2 =1/2 |
3 L .
25 | 4
2 L .
15 | 4
05 | 4
0 05I 1I 15I 2I 25I 3I 35I 4
6.36. att. Funkciju grafiki apgabala 0<x<4,0<y<4.
saknes tuvindjumi: 0.7 0.4
x y kludas norma
0.823438121766813 0.403516713091922 0.0199811520696918
0.821036845523193 0.417481435579144 0.00026765585928733
0.82103681624075 0.417254724383934 7.268769948726e-08

Atbilde. Nitona metode:

x = 0.82104, y = 0.41725 ar precizitati 10

sistémai ir divas saknes

*(-5) ]

saknes tuvinajumi: 1.8 1.7
X y
1.84403594771242 1.70250865051903
1.84068610225503 1.69944799073363
1.84066532259851 1.69942602953679

klidas norma
0.0101340270292948
5.09980734948579e-05
1.83137380527074e-09

Atbilde. Nitona metode:

x = 1.84067, y = 1.69943 ar precizitati 10

sistémai ir divas saknes

*(-5) ]
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LR L PR Atrisinat sistému ar Natona metodi apgabala D={-5<x<5, -5<y<5} (preci-

zitate 0.000001).

x3+y3—3xy=0
xz+3y2 =16

Divu Iiniju krustojums

— ¢+ Y7 — 3XY

— x* + 3y’ - 16

6.37. att. Funkciju grafiki apgabala -5<x<5,-5<y<5

saknes tuvinajumi: -2.7 1.6
x y kluidas norma
-2.66400491400491 1.7275389025389 0.0750852078019693
-2.66295881017065 1.72324372577783 0.000115060865888745
-2.66295913379418 1.72323810038323 1.83780647571782e-10
Atbilde. Nitona metode: sistémai ir divas saknes
X = -2.662959, y = 1.723238 ar precizitati 107 (-6)
saknes tuvinajumi: 1.2 -2.1
x y kladas norma
1.27945056205552 -2.19042211516403 0.0317328012164267
1.27817267675274 -2.18832427854048 2.08163459168694e-05
1.27817287665888 -2.18832310970278 1.03772995407762e-11
Atbilde. Nitona metode: sistémai ir divas saknes
x = 1.278173, y = -2.188323 ar precizitati 107 (-6)
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2

C e .1 . X
(R PR PR Atrisinat vienadojumu sin3x e

£=107°).

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-10, 10]

-20

-25

-30 1 1 1 1 1 1 1 1 1

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

6.38. att. Funkcijas grafiks intervala [-10, 10].

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-5, 6]

-12 L L L L L

-6 4 2 0 2 4

6.39. att. Funkcijas grafiks intervala [-5, 6].

Funkcijas f(x) grafiks intervala [-1, 6]
25

0.5

0.5

25 1 1 1 1 1 1

1 0 1 2 3 4 5

6.40. att. Funkcijas grafiks intervala [-1, 6].

—x+0.2 ar Natona metodi (precizitate
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saknes tuvinajums: O
X

0.05
.0502690783684639
.0502690943996123
.0502690943996124
.0502690943996124
.0502690943996124

O oOoOooo

£ (x)
-0.00106186752640075
-6.32563904034988e-08
-2.22044604925031e-16
0
0
0

saknes tuvinajums: 1.3
x

.34372362811187
.34778807308253
.34782710237312
.34782710599764
.34782710599764
.34782710599764

R R RERRR

£(x)
0.00579877858534344
5.4632383868769e-05
5.0725869615853e-09
-5.55111512312578e-17
-5.55111512312578e-17
-5.55111512312578e-17

saknes tuvinajums: 1.8
x

.71793541214115
.70317965297968
.7026060862114
.70260520479357
.70260520479149
.70260520479149

R R RRRR

£ (x)
0.0235279065889817
0.0008483645002903
1.29971290147024e-06
3.07082137496195e-12
1.66533453693773e-16

-5.55111512312578e-17

saknes tuvinajums: 3.4
x

.4751660305281
.48410032760139
.48424851427796
.48424855554884
.48424855554884
.48424855554884

wWwwwwuw

£ (x)
.0179503876552577

.000288143428724907
.02049912596026e-08
.38378239159465e-15
.21644966006352e-16
.10622663543836e-16

OO oy O O

saknes tuvinajums: 4
X

.96716280084983
.96574223854897
.96573929009946
.96573929008671
.96573929008671
.96573929008671

wWwwwww

£ (x)
0.00252022421680981
5.20920890928478e-06
2.25283680599375e-11

-2.77555756156289%-16

-2.77555756156289%-16

-2.77555756156289%-16

saknes tuvinajums: 5.1
x

.12497252474804
.12467053452101
.12467049525275
.12467049525275
.12467049525275
.12467049525275

o oo oo,

£ (x)
-0.00117327493697578
-1.52523081109468e-07
-4.27435864480685e-15
1.66533453693773e-16
1.66533453693773e-16
1.66533453693773e-16

-~

xl = 0.050269, x2
x4 = 3.484249, x5
ar precizitati 107 (-6)

Atbilde. Nidtona metode: vienddojumam ir sesSas saknes
1.347827, x3 = 1.702605
3.965739, x6 = 5.124670
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7.1. Kosi problema

Aplakosim parasto diferencialvienadojumu

y'=f(xy) (7.0
ar sakuma nosacijumu

¥ (%)= o (7.2)

Uzdevumu (7.1), (7.2) sauc par Kos1 problému. Pienemsim, ka uzdevums (7.1), (7.2) ir jaatri-
sina intervala (x, b).

Ir zinams, ka pietiekami maza punkta (x,, y,) apkartné eksisté Kosi problémas (7.1), (7.2)
viens vienigs atrisindjums, ja funkcija f(x, y) un parcials atvasinajums f,(x, y) ir nepartrauktas
funkcijas $aja apkartné. Turpmak pienemsim, ka $is nosacijums ir izpildits.

Dazos gadijumos var atrast uzdevuma (7.1), (7.2) analitisko atrisinajumu, bet ir Joti daudz pie-
méru, kad Kosi problému (7.1), (7.2) var atrisinat tikai ar skaitliskam metodém.

Parveidosim nepartraukto problému (7.1), (7.2) par diskréto.

Sadalisim intervalu (x,, b) apaksintervalos (x;, x;, ;), kur x;,=x,+ih, i=0, 1, ..., n.

Skaitlis h ir diskretizacijas solis. Punktu kopu wj,={x;=x,+1h, i=0, 1, ..., n} sauc par rezgi,
bet punktus x; — par rezga mezgliem.

Apzimésim ar y(x) Kosi problémas (7.1), (7.2) precizo atrisinajumu. Uzdevuma (7.1), (7.2) tuvi-
nato atrisinajumu punkta x =x; apzimeésim $adi: y;= y(x,).

Tadéjadi Kosi problémas tuvinato atrisinajumu definésim tikai rezga mezglos. Citiem var-
diem, uzdevums (7.1), (7.2) ir uzskatams par atrisinatu, ja ir zinamas funkcijas y(x) tuvinatas
veértibas y; rezga mezglos x;, i=0, 1, ..., n.

Pienemsim, ka x ir viens no rezga mezgliem. Ja atrisinajums punkta x ir zinams, tad funkcijas

y(x) vértibu punkta x + h var aprékinat, izmantojot Teilora formulu:
2 3

! h " h n
y(x+h)=y(x)+hy (x)+;y (x)+§y (x)+... (7.3)
Aprékinus péc formulas (7.3) var veikt, ja funkcijas y(x) atvasinajumi punkta x ir zinami.
Pirmas kartas atvasinajumu aprékinasim péc formulas (1): y'(x) = f(x,y)-

Aprékinasim otras kartas atvasinajumu:
d _of dx

, d, v of d ,
P ()= 0) =g o) =TT L= v = fot )

Aprekini veikti, izmantojot saliktas funkcijas atvasinasanas kartulu (nemot véra, ka y = y(x)).

Var pieradit, ka
Y"(x)= fut2fo f+ ffet Fy £+ 1) f

Augstaku kartu atvasinajumi izskatas vél sarezgitak, tapéc apliakosim alternativu risinajumu.

Saksim ar visvienkarsako aproksimaciju. Nemot véra tikai pirmos divus loceklus formulas
(7.3) labaja pusé (paréjie locekli ir svitroti ar nosacijumu, ka rezga solis / ir pietiekami mazs),
iegustam:

y(x+h)zy(x)+hf(x,y)
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Izmantojot ieglito tuvinato vienadojumu rezga w;, mezglos, iegtistam
yi+1=yi+hf(xi,yi), i=0,1,...,n (7.5)

Formulu (7.5) sauc par Eilera metodi. Funkcijas y(x) tuvinatas vértibas punktos x; aprékina,
izmantojot sakuma nosacijumu (7.2) un formulu (7.5).

B2 kb S

D
Yo [ 77

X X X, X
7.1. att. Eilera metodes geometriska interpretacija.

Eilera metodi sauc ari par lauzto liniju metodi.

Saskana ar formulu (7.5) funkcijas y(x) grafiku intervala (x;, x;, ;) aproksimé ar pieskari, kas ir
novilkta funkcijas grafikam punkta (x;, ;). Turpinot o aproksimaciju, aizstasim nepartrauk-
tas funkcijas y(x) grafiku ar lauzto liniju, kurai katrs posms ir taisnes nogrieznis ar virziena
koeficientu f(x;, y,).

Gadijuma, kad funkcija y(x) ir strauji augosa (sk. 7.1. attélu), tuvinatas vértibas y; (lauztas
linijas virsotnu y koordinatas 7.1. attéla) var ievérojami atskirties no precizam vértibam y(x).
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[zmantojot Eilera metodi, atrisinat Kosi probléemu y'=x+ y, y(O) =0 intervala
(0, 1) ar soli h=0.2.

Atrisinajums.
Izmantojot formulu (7.5), iegtistam
Yin =2 +0.2(x;+y;), i=0,1,2,3,4,5
Uzdevumu var atrisinat ari analitiski. Precizs atrisinajums ir y (x) =e* —x-1

Aprékinu rezultati ir paraditi tabula.

7.1. tabula. Aprékini péc Eilera metodes.

0.2x (x;+y,) Precizs atrisinajums Absolata klada
0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
1 0.2 0.0 0.04 0.021 0.021
2 0.4 0.04 0.088 0.092 0.052
3 0.6 0.128 0.146 0.222 0.094
4 0.8 0.274 0.215 0.426 0.152
5 1.0 0.489 0.298 0.718 0.229

MATLAB skripts un rezultati ir paraditi turpmak.

%% 7.1. piemérs.Eilera metode.
clc, clearvars, format compact, syms Vv (x)
x a=0; xb=1; % intervals (0,1)

yva = 0; % sakuma nosacijums y(0)=0
h =0.2; % soli
f = 0@(x,y)x+ty;
f exact = @(x)exp(x)-x-1; % precizs atrisinajums
egn = diff(y,x)==x+y;
y(x) = dsolve(egn,y(x a)==ya) % y(x) simboliska funkcija
x set = x arh:x b; n = length(x set);
sol tab = zeros(n,4); sol tab(1,2) = ya;
sol tab(:,1) = x set;
sol tab(:,3) = double(f exact(x set)); % precizs atrisinadjums
for i = 2:n
ik = i-1; Vi =i th-f(x,0:)

sol tab(i,2) = sol tab(ik,2)+h*f(sol tab(ik,1),sol tab(ik,2));
end
sol tab(:,4) = abs(sol tab(:,2)-sol tab(:,3)); % absoluta kluda
disp (' x 1 y i Precizs Absolata ')
disp (' atrisinajums kldada'")
disp(sol tab)

x_i y_i Precizs Absoluta
atrisinajums klada

0 0 0 0

0.2000 0 0.0214 0.0214
0.4000 0.0400 0.0918 0.0518
0.6000 0.1280 0.2221 0.0941
0.8000 0.2736 0.4255 0.1519
1.0000 0.4883 0.7183 0.2300

Ka redzams, aprékinu klada pakapeniski aug (punkta x=1 relativa klada ir 31.9%) divu
iemeslu dél:

a) funkcija y(x)=e" —x—1 (uzdevuma precizs atrisinajums) ir strauji augosa;

b) rezga solis h=0.2 ir pietickami liels.
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Ka var paaugstinat precizitati?
Acimredzams risinajums ir samazinat soli, bet var ari izmantot citu formulu.

Probléma ar skaitlisko aprékinu péc Eilera formulas 7.1. pieméra ir saistita ar to, ka funkcijas
atvasinajums paliek konstants intervala (x;, x;, ), bet precizam atrisinajumam atvasinajumu
rékina péc formulas y'(x)=e* -1.

Parbaudisim, vai ir vérts korigét atvasinajuma vértibu intervala (x;, x;,,), lai paaugstinatu
precizitati.

Apliakosim uzlaboto Eilera metodi:

Yoy =y 0 ;52 h i=0,1...n, (7.6)
kur
Slzf(xi’yi)’ S2=f(xi+l’yi+hsl) (7.7)
Formulas (7.6), (7.7) var parrakstit $adi:
Vi = Vi +hf(xi’ )’i) (7.8)
Yinn =i +§|:f(xi’yi)+f(xi+l’y:+l):|> i=0,1,...,n (7.9)

Metodi (7.8), (7.9) sauc par prognozes un korekcijas metodi.
Formulu (7.8) sauc par prognozes dalu, bet formulu (7.9) par korekcijas dalu.

Tadgjadi, izmantojot parasto Eilera metodi (7.8), sakuma veic prognozi (aprékina y; +1)> péc
tam izmanto korekcijas dalu (7.9).

Atrisinasim 7.1. pieméra doto uzdevumu ar uzlaboto Eilera metodi.

Izmantojot uzlaboto Eilera metodi, atrisinat Kosi probléemu y'=x+y, y(0)=0
intervala (0, 1) ar soli h=0.2.

%% 7.2. piemérs.Uzlabota Eilera metode.
clc, clearvars, format compact, syms vy (x)
x a=0; xb=1; % intervals (0,1)
yva = 0; % sakuma nosacijums y (0)=0
h =0.2;
f = 0Q(x,y)x+y;
f exact = @(x)exp(x)-x-1; % precizs atrisinajums
egn = diff(y,x)==x+y;
y(x) = dsolve(egn,y(x a)==ya) % y(x) simboliska funkcija
x set = x arh:x b; n = length(x set);
sol tab = zeros(n,4); sol tab(1l,2) = ya;
sol tab(:,1) = x set;
sol tab(:,3) = double (f exact(x set)); % precizs atrisinajums
for i = 2:n

ik = i-1;

y _star = sol tab(ik,2)+h*f(sol tab(ik,1),sol tab(ik,2))

sol tab(i,2) = sol tab(ik,2)+...

h/2*( f(sol tab(ik,1),sol tab(ik,2))+f(sol tab(ik+1l,1),y star));
end h .
Yinn =i +E|:f(xi’yi)+f(xi+1’yi+l):|‘

sol tab(:,4)=abs(sol tab(:,2)-sol tab(:,3)); $% absoladta kluda
disp (' x 1 y i Precizs Absolata ')
disp (' atrisinajums klada')
disp(sol tab)
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x i y_i Precizs Absoluta

atrisinadjums klida
0 0 0 0
0.2000 0.0200 0.0214 0.0014
0.4000 0.0884 0.0918 0.0034
0.6000 0.2158 0.2221 0.0063
0.8000 0.4153 0.4255 0.0102
1.0000 0.7027 0.7183 0.0156

Salidzinot rezultatus ar 7.1. pieméra risinajumu (izmantojot parasto Eilera metodi), redzams,
ka klada ir batiski mazaka.

Formulas (7.5) un (7.9) var pierakstit vispariga veida
Yier = Vi +hF(xi’yi)" (7.10)

kur Eilera metodei (7.5) atbilst funkcija F(x;, y;)=f(x;, y,), bet uzlabotajai Eilera metodei
funkcija

F(xi’ yi):%[f(xi’yi)+f(xi +h, y; +hf(xi’ )’i))]
Izmantojot formulu (7.10), uzdevuma (7.1), (7.2) precizu atrisinajumu punkta x;_ ; var uzrak-
stit $adi:
¥ (1) = (%) +hE (x;, 3, ) + (7.11)
kur T, ir aproksimacijas klada.

Definicija. Metode (7.11) ir metode ar kartu p, ja visiem x;, a<x;<b un pietiekami maziem h
var atrast tadus skait]us C un p, ka bus pareiza nevienadiba

|t;| < Ch?

Citiem vardiem, t; =0 (hp )

Eilera metode (7.5) ir metode ar kartu 1. So faktu var viegli parbaudit, salidzinot (7.3) un
(7.11).

Lai noteiktu uzlabotas Eilera metodes kartu, salidzinasim (7.3) un (7.11), turklat funkciju
F(x;, ;) izvirzisim Teilora rinda punkta (x;, y;) apkartné. Rezultata iegastam, ka uzlabotaja
Eilera metodé pirmie tris locekli Teilora rinda (7.3) ir pareizi aprékinati. Tas nozimé, ka uzla-
bota Eilera metode ir metode ar kartu 2.

Aproksimacijas kladu vél var samazinat, palielinot loceklu skaitu Teilora rinda (7.3). Rezul-
tata iegist Runges-Kuta metodes. Pamatideja ir ieklaut formula péc iespé&jas vairak loceklu
Teilora rinda (7.3), nerékinot atvasinajumus y"(x), " (x),...

Ilustrésim $o Runges-Kuta metodes procedtiru ar kartu 2.
Pienemsim, ka funkcijas y tuvinato vértibu punkta x; , , var aprékinat péc formulas
Yin :yi+h|:a1f(xi’yi)+a2f(;i’;i)i| (7.12)
kur
xi=x;+bh, =y +hbyf (x5, (7.13)
un ai, a,, by, b, ir nezinamie koeficienti.

Izmantosim Teilora formulu (7.3), kur y'ir aizstats ar f(x, y) un y" ir aprékinats péc formulas
(7.4).

Pienemsim ari, ka x=x; un y=y;

Yinn =i +hf(xi’ )’i)"'z_zl[fx (xi’ yi)+f(xi’ yi)fy (xi’yi):|+o(h3) (7.14)
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Izvirzisim (7.12) péc Teilora formulas punkta (x;, y;) apkartné:

Yinn =i +h{(al +a2)f(xi’yi)+a2h|:b1fx (xi’yi)+b2f(xi’yi)fy (xi’yi)]+o(h2)} (7.15)

Salidzinot (7.14) un (7,15), iegiistam vienadojumu sistému:

a, +a, =1
1
azbl 25
1
a,b, :E

Vienadojumu sistémai ir bezgaligi daudz atrisindjumu (sistéma ir tris vienadojumi, bet Cetri

nezinamie). Vienu nezinamo (pieméram, a,) var pienemt par brivo parametru (a, =c).
Tadéjadi

alzl—c,blzbzzi,azzc (7.16)
2c
Izmantojot (7.12), (7.13) un (7.16), iegiistam Runges-Kuta metodes saimi ar kartu 2.
h h
Yinn =i +h|:(1_c)f(xi’ )’i)+ Cf(xi +Z’ Vi +Zf(xi’ Vi )ﬂ (7.17)

Ja ¢=1/2, formula (7.17) sakrit ar uzlaboto Eilera metodi (7.8), (7.9).
Lidziga veida var konstruét augstaku kartu Runges-Kuta metodes.

Viena no popularakajam metodém ir Runges-Kuta metode ar kartu 4.

Vi =i +%(k1 +2k, +2ky +k, ) (7.18)
ky = f(xi’ )’i)

h h
k, = +—, 9. +—k
2 f(xz 2 y; 2 lj

h h
k, = +—, y.+—k
3 f(xl 2 Vi 2 2)

k4:f(xi+h,y,.+hk3)

Atrisinasim 7.1. pieméra doto uzdevumu ar formulu (7.18).
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Izmantojot Runges-Kuta metodi ar ceturto kartu, atrisinat Ko$i problému
intervala (0, 1) ar soli h=0.2.

%% 7.3. piemérs. Runges-Kuta metode ar ceturto kartu.

sol tab(:,1)
sol tab(:,3)

clc, clearvars, format compact, syms Vv (x)

x a=0; xb=1; % intervals (0,1)

va = 0; % sakuma nosacijums y(0)=0

h =0.2;

f = 0(x,y)x+y;

f exact = @(x)exp(x)-x-1; % precizs atrisinajums

egn = diff(y,x)==x+y;

y(x) = dsolve(egn,y(x a)==ya) % y(x) simboliska funkcija
x set = x arh:x b; n = length(x set);

sol tab = zeros(n,4); sol tab(1,2) = ya;

= x_set;
double (f exact (x set));

% precizs atrisinajums

for i = 2:n k = J
= f(x,, y, h h
ik o= 1-1; : f( 1 )’1) kzzf(xi+_’yi+_kl)
k1 = f(sol tab(ik,1),sol tab(ik,2)); 2 2
k2 = f(sol tab(ik,1)+h/2,sol tab(ik,2)+h/2*k1);
k3 = f(sol tab(ik,1)+h/2,sol tab(ik,2)+h/2*k2);
k,=f(x;+h, y, +hk
k4 = f(sol_tab(ik,1)+h,sol_tab(ik,2)+h*k3)/[ : ( ' ' 3)
sol tab(i,2) = sol tab(ik,2)+h/6* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;
end

sol tab(:,4)=abs(sol tab(:,2)-sol tab(:,3));

Vi =V, +%(k1 +2ky +2k; +k, )

% absolita kltda

disp (' x 1 y i Precizs Absoliata ')
disp (' atrisinajums klada')
disp(sol tab)

x i y_i Precizs Absoluta

atrisinajums klada
0 0 0 0

0.2000 0.0214 0.0214 0.0000

0.4000 0.0918 0.0918 0.0000

0.6000 0.2221 0.2221 0.0000

0.8000 0.4255 0.4255 0.0000

1.0000 0.7183 0.7183 0.0000

Tabula ir redzams, ka aprékinu precizitate ir diezgan augsta.
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7.2. Aprékini MATLAB vidé. Kosi problema

Aplikosim Kosi problémas (7.1), (7.2) risinajumu MATLAB vidé. Aprékinus veic, izmantojot
shemu:
sol = solver(Q@Qfun,x,y0,options)

solver - funkcijas nosaukums, kas raksturo konkréto aprékinasanas metodi (pieméram, ode45
atbilst Runges-Kuta metodei ar kartu 4 un 5)

Citi varianti ir ode23, odel13 utt.

@fun - function handle, kas apraksta diferencialvienadojuma labo pusi. Funkcija fun ir
ir jasaglaba ka atsevis$ks m-fails ar nosaukumu fun.m

X — (vektors), kas nosaka skaitlus a un b (a un b ir intervala apak$éja un augséja robeza)

y0 - (vektors) sakuma nosacijums

options - opcijas, kas nosaka aprékinasanas algoritma vadibas struktaru
Piezime. Ir vél viens variants, ka var aprakstit funkciju fun (sk. 7.5. pieméru).
Atrisinat Ko$i problému intervala (0, 2). Uzzimét funkcijas y(x) grafiku.
y'=ysinx+2sin2x, y(0) =1

Atrisindjums.

%% 7.4. piemérs. KosSi probléma

% Pirmas kartas diferencialvienadojums
clc, clearvars, format compact

x int = [0,2]; % intervals

yo = 1; % sakuma nosacijums

% uzdevuma skaitliska risinasana ar komandu ode45
sol = oded5 (@fun prob4,x int,y0)

sol =
solver: ‘ode45’
extdata: [1lxl struct]
x: [1x1ll double]
y: [1x11l double]
stats: [1xl struct]
idata: [1xl struct]

Lai definétu diferencialvienadojuma labo pusi, izmantosim aréjo funkciju fun _ prob4

% aréja funkcija (7.4. piemérs).
% definésim diferencialvienadojuma labo pusi.
function dydx = fun prob4(x,y)
dydx = y.*sin(x)+2*sin(2*x);
end

Q

% 7.4. pieméra turpinajums
sol x =sol.x'
sol y =sol.y'
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sol x = sol_y =
0 1.0000

0.2000 1.0999

0.4000 1.3979

0.6000 1.8895

0.8000 2.5675

1.0000 3.4224

1.2000 4.4426

1.4000 5.6135

1.6000 6.9156

1.8000 8.3205

2.0000 9.7858
% 7.4. pieméra turpinajums
x = (0:0.01:2); % x vértibu vektors
y = deval(sol,x); % y vértibu vektors
plot(x,y,"'r', 'LineWidth',3), xlabel('x'), ylabel('y'")
title ('Funkcijas y(x) grafiks'),grid on

Funkcijas y(x) grafiks

7.2. att. 7.4. pieméra atrisinajuma grafiks.

Atrisinat Kos1 problému intervala (0

atrast vértibu y(0.2).

v

y'=x+y,(0)=0

1). Uzzimét funkcijas y(x) grafiku un

fun prob5 = @(x,y)xty; %
x int = [0 1]; %
y0O = 0; %

%% 7.5. piemérs. KoSi probléma.

% Pirmas kartas diferencialvienadojums
clc, clearvars,
% definésim diferencialvienadojuma labo pusi:

format compact

function handle
intervals
sakuma nosacijums

% uzdevuma skaitliska risinadsana ar komandu ode45
sol = oded5 (fun prob5,x int,y0)

sol =

struct with fields:
solver:
extdata:
X:

y:

stats:
idata:

‘ode4d5’

[1x1 struct]
[1x11 double]
[1x11 double]
[1x1 struct]
[1x1 struct]
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% 7.5. pieméra turpinajums
sol x =sol.x'
sol y =sol.y'

sol x = sol y =

0 0
0.1000 0.0052
0.2000 0.0214
0.3000 0.0499
0.4000 0.0918
0.5000 0.1487
0.6000 0.2221
0.7000 0.3138
0.8000 0.4255
0.9000 0.5596
1.0000 0.7183

% 7.5. pieméra turpinajums

y 02 = deval(sol,0.2) % y véertiba punkta 0.2
x = (0:0.01:1); % x vertibu vektors
y = deval (sol,x); % y vértibu vektors

plot(x,y,'r', 'LineWwidth',3), xlabel('x'"'), ylabel('y")
title('Funkcijas y(x) grafiks'),grid on

7.3. att. 7.5. pieméra atrisinajuma grafiks.

% 7.5. pieméra turpinajums
disp('Atbilde:")
fprintf (' funkcijas vértiba punkta(0.2) = %.4f \n ',y 02)

y

Atbilde:
funkcijas vértiba punkta(0.2) = 0.0214
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7.3. Diferencialvienadojumu sistémas

Aplikosim pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu sistému:

dy,
- = X, > PRRREY
= hlm )
dy,
V2 _ £ (22 32 Yprens (7.19)
dx 1) ( Y )2 )’n)
dy,
= X, > ey
= F (0 20 e )
ar sakuma nosacifjumiem:
N |x:x0 =10
Y2 le=x, = Y20 (7.20)
Vn |x:x0 =Vno
Problému (7.19), (7.20) ari sauc par Kosi problému. To var parrakstit $adi:
d
£=f(x>y),y(xo)=yo’ 2

kur
T T T
y= ()’1)’2 ---)’n)  f = (flfz fn) > Yo Z()’lo)’zo---yno) 0
Kosi probléma (7.21) ir lidziga (péc pieraksta) problémai (7.1), (7.2).

Vieniga starpiba ir saistita ar to, ka formula (7.21) y, f un y, ir vektori, bet formulas (7.1) un
(7.2) y, fun y, ir skalari.

Tas nozimé, ka jebkuru skaitlisko metodi (pieméram, Runges-Kuta metodi (7.18)) Kosi prob-
lémas (7.19), (7.20) risinasanai var parrakstit vektoru veida. Pieméram, formula (7.18) (ja to
izmanto sistémai (7.21)) ;. 1, ¥,» ky» ky, k3, k, un fbus vektori ar n komponentém.
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7.4. Aprékini MATLAB vidé. Diferencialvienadojumu
sistémas

MATLAB vidé Kosi problému (7.21) pirmas kartas parasto diferencialvienadojumu sistémai
(7.21) risina lidzigi problémai (7.1), (7.2). Aprékinus veic sadi:

sol = solver(Qfunsyst,x,y0,options)

solver - funkcijas nosaukums, kas raksturo konkréto aprékinasanas metodi (pieméram, ode45
atbilst Runges-Kutta metodei ar kartu 4 un 5)

Citi varianti ir ode23, odel13 utt.

@funsyst - function handle, kas apraksta diferencialvienadojuma labo pusi. Funkcija
funsyst ir jasaglaba ka atsevisks m-fails ar nosaukumu funsyst.m

X — (vektors), kas nosaka skaitlus a un b (a un b ir intervala apakséja un augséja robeza)
yO0 - sakuma nosacijums (vektors, kura komponentes ir sakuma nosacijumi katrai funkcijai
sistéma)

options - opcijas, kas nosaka aprékinasanas algoritma vadibas struktiru

Piezime. Ir vél viens variants, ka var aprakstit funkciju funsyst (sk. 7.7. pieméru).

Atrisinat Kosi problému intervala (0, 12). Uzzimeét funkciju y,(x), y,(x) un y;(x)
grafikus.

d

d—);=y2y3

d

d);c2 ==yy;  >0(0)=0,2,(0)=1y;(0)=1
d

f:_o’Sylyz

Atrisinajums.

%% 7.6. piemérs. KoSi probléma.

% Pirmas kartas diferencialvienadojumu sistéma.
clc, clearvars, format compact

x int = [0,12]; % intervals

yO = [0;1;1]; % sakuma nosacijums

% uzdevuma skaitliska atrisinasana ar komandu ode45
sol = oded5 (€fun prob6,x int,y0)

sol =
struct with fields:
solver: ‘oded5’
extdata: [1x1 struct]
x: [1x20 double]
y: [3x20 double]
stats: [1x1l struct]
idata: [1x1 struct]

Lai definétu diferencialvienadojumu sistémas labo pusi, izmantosim aréjo funkciju
fun _probé

% aréja funkcija (7.6. piemérs).
% definésim diferencialvienadojumu sistémas labo pusi.
function dy dx = fun prob6 (x,y)

dy dx = zeros(3,1);

dy_dx (1) = y(2).*y(3);

dy dx(2) = -y(1).*y(3);

dy dx(3) = -0.5*y(1).*y(2);
end
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% 7.6. pieméra sol_x = sol_y =
%$turpinajums 0 0 1.0000 1.0000
sol x =sol.x' 0.0002 0.0002 1.0000 1.0000
sol y =sol.y' 0.0012 0.0012 1.0000 1.0000
0.0062 0.0062 1.0000 1.0000
0.0313 0.0313 0.9995 0.9998
0.1569 0.1560 0.9878 0.9939
0.6347 0.5771 0.8167 0.9129
1.2929 0.9181 0.3957 0.7604
2.2292 0.9638 -0.2650 0.7315
3.3377 0.3582 -0.9333 0.9672
4.0689 -0.3489 -0.9373 0.9693
4.8000 -0.8449 -0.5344 0.8018
5.5847 -0.9994 0.0158 0.7072
6.7056 -0.6317 0.7747 0.8945
7.5307 0.1131 0.9936 0.9969
8.3558 0.7716 0.6359 0.8382
9.0933 0.9918 0.1255 0.7128
10.1594 0.7854 -0.6186 0.8316
11.3296 -0.1981 -0.9786 0.9887
12.0000 -0.7321 -0.6787 0.8538
% 7.6. pieméra turpinajums
x = (0:0.01:12); % x vértibu vektors
y = deval (sol,x); % yl, y2 un y3 vértibu vektori

plot(x,y(1,:),'r", x,y(2,:),'g"', x,y(3,:),'b", "LineWidth', 3)
legend ('yvl(x)','v2(x)"','y3(x)"),xlabel('x"),ylabel('y")
title ('Funkciju vyl (x),y2(x) un y3(x) grafiki'),grid on

Funkciju y1(x), y2(x) un y3(x) grafiki

T T T

—1(X)
0.8

—Y2(X)

—y3(X)

06

04

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

7.4. att. 7.6. pieméra atrisinajuma grafiki.
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Atrisinat Kosi problému intervala (0, 10). Uzzimét funkciju x(¢) un y(t) grafikus.
Atrast x(2.7) un y(2.7).

k\
—~
~
SN
Il

FEOE) oo (01
y'(t)=2x(t)-y(t) ’ (0)=1y(0)=1

%% 7.7. piemérs. KosSi probléma.

% Pirmas kartas diferencialvienadojumu sistéma.

clc, clearvars, format compact

% definésim diferencialvienadojumu sistémas labo pusi:

dxy dt = @(t,y) [-y(2)-y(1).72; 2*y(1l)-y(2)]; % function handle
t int = [0,10]; % intervals
vy0 = [1;1]; % sakuma nosacijums

% uzdevuma skaitliska atrisinasSana ar komandu ode45
sol = ode45 (dxy dt,t int,y0)

sol =
struct with fields:
solver: ‘ode4d5’
extdata: [1x1 struct]
x: [1x20 double]
y: [2x20 double]
stats: [1x1l struct]
idata: [1x1l struct]

% 7.7. pieméra turpinajums sol_t = sol xy =
sol t = sol.x' 0 1.0000 1.0000
sol xy = sol.y' 0.1005 0.8128 1.0770
0.5310 0.2237 1.0321
1.0573 -0.2187 0.5799
1.5651 -0.4444 0.0652
2.2588 -0.4503 -0.4445
2.9363 -0.1715 -0.5308
3.5121 0.0779 -0.3208
4.0878 0.1722 -0.0548
4.6363 0.1385 0.1038
5.1500 0.0656 0.1423
5.6928 -0.0044 0.1040
6.24098 -0.0438 0.0348
6.8323 -0.0470 -0.0233
7.3869 -0.0273 -0.0451
7.9798 -0.0020 -0.0366
8.5552 0.0128 -0.0143
9.1261 0.0149 0.0049
9.6922 0.0092 0.0133
10.0000 0.0050 0.0134
% 7.7. pieméra turpinajums
t = (0:0.01:10); % t vertibu vektors
xy = deval (sol,t); % x un y vértibu vektors

plot(t,xy(1l,:),'r", t,xy(2,:),'g', 'LineWidth"', 3)
title('Funkciju x(t)un y(t) grafiki'),grid on
legend('x(t) ", 'y (t)"),xlabel ('t"),ylabel ("x(t),v(t)")
xy 2 7 = deval(sol,2.7)
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Funkciju x(t) un y(t) grafiki

08

0.6

x(t)y(t)

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

% 7.7. pieméra turpinajums
fprintf ('Atbilde. Funkciju vértibas punkta(2.7) \n ")
fprintf (' x(2.7) = %.5f, v(2.7) = %.5f \n',xy 2 7(:))

Atbilde. Funkciju vértibas punkta(2.7)
x(2.7) = -0.28751, y(2.7) = -0.55091
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7.5. Augstaku kartu diferencialvienadojumi

Apliakosim Ko$i problémas risinasanu augstaku kartu diferencialvienadojumiem ar
MATLAB.

Ir zinams, ka n-tas kartas parasto diferencialvienadojumu var parveidot par pirmas kartas
diferencialvienadojumu sistému (kas satur n vienadojumus).

Péc parveidojumiem iegiito sistému risina, izmantojot MATLAB rikus Kosi problémas risina-
$anai parastiem diferencialvienadojumiem.
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7.6. Aprekini MATLAB vide.
Augstaku kartu diferencialvienadojumi

Atrisinat Kosi problému intervala (0, 10). Uzzimét funkcijas y(x) grafiku un
funkeiju y'(x), y"(x) otraja loga.

yrrl+y!r+y/ — _y4, y(o) — 1) yr(o) — 0, yﬂ(o) =0
AtrisinGjums.

Vispirms parveidosim tresas kartas diferencialvienadojumu par pirmas kartas vienadojumu
sistému. Definésim tris nezinamas funkcijas: y;, y, un y; (atzimésim, ka nezinamo funkciju
skaits sakrit ar dota vienadojuma kartu) péc formulam:

Nnh=y
Y=y (7.22)
y3=y"

Pirmos divus vienadojumus sistéma iegiistam, salidzinot pirma vienadojuma atvasinajumu
formula (7.22) ar otro vienadojumu:

Nn=ysr=y
Tas nozimé, ka
V1=, (7.23)
Analogiski
vy ="y ="
Rezultata ieglistam
Yy =Js (7.24)

Treso vienadojumu sistéma iegist, izmantojot doto tresas kartas diferencialvienadojumu un
tunkcijas y,, y, un y;.

m

Pédéja vienadojuma formula (7.22) atvasinajums ir y; =y
"ar yy y"arys y'ary, un yary,.

Rezultata iegistam sistémas treso vienadojumu sada veida:

. Aizvietosim dotaja tresas kartas
vienadojuma y

Ys==Y3=0 =N (7.25)
Izmantojot (7.23), (7.24) un (7.25), atrodam

N1=0>

Y2 =3 (7.26)

Vi==ys=0 =y
Sakuma nosacijumus funkcijam y;, y, un y; iegiist, izmantojot sakuma nosacijumus funkcijai
yun funkciju y,, y, un y; definicijas.

Rezultats ir
y1(0)=1,,(0)=0,y5(0)=0 (7.27)

Uzdevumu (7.26), (7.27) var risinat ka pirmas kartas vienadojumu sistému.
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%% 7.8. piemérs.Augstaku kartu diferencialvienadojumi
clc, clearvars, format compact, close all

x int = [0 10]; % intervals

yO = [1;0;0]; % sakuma nosacijumi

% uzdevuma skaitliska atrisinasSana ar komandu ode45
sol = ode45 (€fun prob8,x int,y0)

sol =
struct with fields:
solver: ‘oded5’
extdata: [1x1 struct]
x: [1x21 double]
y: [3x21 double]
stats: [1x1l struct]
idata: [1x1l struct]

Lai definétu diferencialvienadojumu sistémas labo pusi, izmantosim aréo funkciju
fun _probs8.

% aréja funkcija (7.8. piemérs).
% definésim diferencialvienadojumu sistémas labo pusi.
function dy dx = fun prob8(x,y)

dy dx = zeros(3,1);

dy_dx (1) = y(2);
dy_dx(2) = y(3);
dy_dx(3) = -y(3)-y(2)-y(1)."4;

end

% 7.8. pieméra sol x = sol y =
% turpinajums 0 1.0000 0 0
sol x = sol.x' 0.0002 1.0000 -0.0000 -0.0002
sol y = sol.y' 0.0012 1.0000 -0.0000 -0.0012
0.0062 1.0000 -0.0000 -0.0062
0.0313 1.0000 -0.0005 -0.0309
0.1569 0.9994 -0.0117 -0.1446
0.4300 0.9882 -0.0789 -0.3341
0.8507 0.9203 -0.2521 -0.4519
1.4401 0.6986 -0.4826 -0.2771
2.1027 0.3447 -0.5457 0.0779
2.9046 -0.0370 -0.3781 0.2902
3.6638 -0.2386 -0.1561 0.2691
4.4069 -0.2899 0.0040 0.1558
5.2198 -0.2494 0.0791 0.0357
5.9145 -0.1916 0.0803 -0.0250
6.6335 -0.1430 0.0525 -0.0464
7.3632 -0.1169 0.0198 -0.0400
8.1372 -0.1118 -0.0042 -0.0213
9.0027 -0.1208 -0.0139 -0.0027
9.7385 -0.1308 -0.0124 0.0057
10.0000 -0.1338 -0.0107 0.0069

% 7.8. pieméra turpinajums

x = (0:0.01:10); x vértibu vektors

y = deval (sol,x); % y, ¥y’ un y’’ vértibu vektors
plot(x,y(l,:),'r", 'LineWidth', 3)

xlabel ('x'"),ylabel ('y(x)")

title('Funkcijas vy (x) grafiks'),grid on

oe

figure

plot(x,v(2,:),'g",x,y(3,:),'b','LineWidth', 3)
legend('y"''"(x)',"y'""""(x)"),xlabel ('x"),ylabel ('y"'"'(x), yv"''"""(x)")
title('Funkciju y''(x) un y''''(x) grafiki'),grid on
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Funkcijas y(x) grafiks

0.8 4

06 i

04 -

0.2 -

0.2 i

7.6. att. 7.8. pieméra atrisinajuma grafiks.

Funkciju y'(x) un y"(x) grafiki
0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1

Y(x), ¥'(x)

-0.2

-0.3

0.4

-0.5

0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7.7. att. 7.8. pieméra atvasinajumu grafiki.

Atrisinat Ko$1 problému intervala (1, 4). Uzzimét funkciju y(x), y'(x), y"(x) grafi-
kus viena loga. Atrast y(1.87), y'(1.87) un y"(1.87).

x3ym _x2yﬂ + nyr _2y — x3

5 03 11
y(O)=3yW)=27"1)==

x3ym_x2yﬂ+2xy!_2y:x3 > y'”:y__zl+2_y+l

Rezultata iegtistam pirmas kartas vienadojumu sistému:

Vi =,
Yy =3
Vs 2y, 2y
p==t— =yl
X X X
5 3 11
Sakuma nosacijumi ir y; (1) = Z, ¥, (1) = Z, V3 (1) = ?

Definésim diferencialvienadojumu sistémas labo pusi.
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%% 7.9. piemérs. Augstaku kartu diferencialvienadojumi
clc, clearvars, format compact, close all

x int = [1 4]; % intervals

v0 = [5/4;3/4;11/2]1; % sakuma nosacijumi

% uzdevuma skaitliska atrisinasSana ar komandu ode45
sol = ode45 (€fun prob9,x int,y0)

sol =
struct with fields:
solver: ‘oded5’
extdata: [1x1 struct]
x: [1x13 double]
y: [3x13 double]
stats: [1x1l struct]
idata: [1x1l struct]

Lai definétu diferencialvienadojumu sistémas labo pusi, izmantosim aréjo funkciju
fun _probd.

% aréja funkcija (7.9. piemérs).
% definésim diferencialvienadojumu sistémas labo pusi.
function dy dx = fun prob9(x,y)

dy dx = zeros(3,1);

dy dx (1) = y(2);
dy_dx(2) = y(3);
dy dx(3) = y(3)./x-2*y(2)./x."2+2*y (1) ./x."3+1;
end
% 7.9. pieméra sol_x = sol_y =
% turpinajums 1.0000 1.2500 0.7500 5.5000
sol x = sol.x' 1.0274 1.2726 0.9035 5.7011
sol y = sol.y' 1.1644 1.4529 1.7477 6.5938
1.4644 2.2984 3.9638 8.0994
1.7644 3.8702 6.5721 9.2461
2.0644 6.2726 9.4914 10.1902
2.3644 9.5913 12.6738 11.0090
2.6644 13.9001 16.0886 11.7447
2.9644 19.2655 19.7149 12.4226
3.2644 25.7487 23.5380 13.0586
3.5644 33.4069 27.5469 13.6633
3.8644 42.2946 31.7336 14.2440
4.0000 46.7289 33.6822 14.5000
% 7.9. pieméra turpinajums
x = (1:0.01:4); % x vertibu vektors
y = deval (sol, x); % y vertibu vektors
plot(x,y(1,:),'r',x,y(2,:),"'g",x,y(3,:),"'b", 'LineWidth", 3)
legend ('y(x) ', 'y T (x) ', Ty (x) )
xlabel ('x'"),ylabel ("y(x), y""(x), y""""(x)")
title ('Funkciju y(x), y''(x) un y''''(x) grafiki'),grid on

y value = deval (sol,1.87)
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Funkciju y(x), y'(x) un y"(x) grafiki

T T T T T

—Y ()
45 ;
L — () ,

— " (X)

Y(X), y'(x), y"(x)

0 1 1 1 1 1
1 15 2 25 3 3.5 4

X

7.8. att. 7.9. pieméra atrisinajuma grafiki.

% 7.9. pieméra turpinajums
fprintf ('Atbilde. Funkciju vértibas punkta(l.87)\n ")
fprintf (' v(1.87) = %.4f\n y''(1.87) =
fprintf (' y''''(1.87) = %.4f \n',y value(3))

$.4f\n',y value(1:2))

Atbilde. Funkciju vértibas punkta(1.87)
y(1.87) = 4.6163
y’ (1.87) 7.5670
y'’(1.87) 9.5964
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UZDEVUMI PATSTAVIGAI RISINASANAI

Atrisinat Ko$i problému intervala (0, 5). Uzzimét funkcijas y(x) grafiku un
atrast y(2).

y'+ycosx=sinxcosx,y(0)=l

Funkcijas y(x) grafiks
35

T T T T T T T T T

25

0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7.9. att. Atrisinajuma grafiks.

Atbilde:
funkcijas vértiba punkta(2) = 0.7149

Atrisinat Kos1 problému intervala (0, 0.8). Uzzimét funkciju y(x), y'(x) grafi-
kus un atrast y(0.5).

y —x* -y =0, y(0)=1

Funkciju y(x) un y'(x) grafiki
35

T T T T T T T

y_05
2.0670

T ——

30

25

20

7.10. att. Funkcijas un pirmas kartas atvasinajuma grafiki.

Atbilde:
funkcijas vértiba punkta (0.5) = 2.0670
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Atrisinat Kos1 problému intervala (0, 2). Uzzimét funkciju x(t) un y(t) grafi-
kus. Atrast x(0.7) un y(0.7).

{;23 Z i}O(Jt’)(l‘)Jrllx(t)’ x(0)=1, y(0)=~1

Funkciju x(t) un y(t) grafiki

—X({)

w— (1)

X(t).y(t)

7.11. att. Funkciju grafiki.

Atbilde. Funkciju vértibas punkta (0.7)
x(0.7) = 0.49659
y(0.7) = -0.49659

Atrisinat Kosi problému intervala (0, 1). Uzzimét funkciju y,(x) un y,(x) gra-
tikus. Atrast y,(0.3) un y,(0.3). Atrast maksimalo y, un y, vértibu intervala (0,1).

D15y 001
dx Y100 Y,
dy ,}/1(0)=1, }/2(0)=1
2 _
- ="0,1001ly,y,
dx
Funkciju y1(x) un y2(x) grafiki
8 T T T T T T T T T
— 1 (X) y12_03 =
7L — V2(X) l 1.8174
0.7439
6 J yl max =
7.3421
5 | J y2_max =
1
% 4L ]
= .| l
2 | 4
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

7.12. att. Funkciju grafiki.

Atbilde. Funkciju vértibas punkta (0.3)
yl1(0.3) = 1.81739
y2(0.3) = 0.74387
max: yl = 7.3421, y2 =1
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Atrisinat Kosi problému intervala (0, 1.5). Uzzimét funkcijas y(x) grafiku.
Atrast y(0.7) un y'(0.7).

Y+ —2—=0,5(0)=0,y(0)=1
x —

Funkcijas y(x) grafiks

T T

y(x)

0 1 1
0 0.5 1 15

7.13. att. Atrisinajuma grafiks.

Atbilde. Funkciju vértibas punkta (3.7)
y(0.7) = 0.7149
y’ (0.7) = 1.0660

Atrisinat Ko$i problému intervala (1, 3). Uzzimét funkciju y(x) un y'(x) grafi-
kus. Atrast y(2.3) un y'(2.3).

xy"+y +xy=0,y1)=1y'1)=2

Funkeciju y(x) un y'(x) grafiki

T T T T T T T T T

—Y(X)

—Y'(X)

05

Y(X).y'(x)

-1.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1.2 14 1.6 1.8 2 22 24 26 28 3

7.14. att. Funkcijas un atvasinajuma grafiki.

Atbilde. Funkciju vértibas punkta (2.3)
y(2.3) = 1.6563
vy’ (2.3) = -0.6746
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Atrisinat Kosi problému intervala (0, 0.7). Uzzimét funkciju y,(x) un y,(x)
grafikus. Atrast y,(0.25) un y,(0.25). Atrast minimalo y, un maksimalo y, vértibu intervala
(0,0.7).

dy

2
dx =) tX)
d)/ ,y1(0)=1,y2(0)=1
2 _ .2
=Xt
dx
Funkciju y1(x) un y2(x) grafiki
55 T T T T T T )
[ yl2_03 =
s | s 120) I 1.3799
1.3436
45 -
r 1 yl min =
1
4 L 4
y2_max =
s | | 4.3424
ENE )
25 | 4
2 | 4
15 | 4
1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7

7.15. att. Funkciju grafiki.

Atbilde. Funkciju vértibas punkta (0.25)
y1(0.25) = 1.37987
y2(0.25) = 1.34364
yl min = 1.0000, y2_max = 4.3424

Atrisinat Kos1 problému intervala (-2, 1). Atrast y un y' vértibas punkta
x=-1.25. Uzzimét funkciju (x) un (x) grafikus.

2y"—3y* =0, y(-2)=1y'(-2)=-1

Funkciju y(x) un y'(x) grafiki

T T T T T

—Y(X)

0.8
—'(X)

0.6

04

0.2

-0.4

-0.6

-0.8

- L L L L L
-2 -15 -1 05 0 0.5 1

x

7.16. att. Funkcijas un atvasinajuma grafiki.

Atbilde. Funkciju vértibas punkta (-1.25)
y(-1.25) = 0.52892
y’ (-1.25) = -0.38469
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Atrisinat Ko$i problému intervala (1, 3). Atrast y(1.86) un y'(2.68) vértibas.
Uzzimét funkciju y(x) un y'(x) grafikus.
2.n

X"y —xy'+y=8x3,y(l)=3,y'(1)=4

Funkciju y(x) un y'(x) grafiki

E— 7 y_valuel =
45 11.2669
16.8959

— V()

y_value2 =
] 33.2517
38.1369

Y(X).y'(x)

7.17. att. Funkcijas un atvasinajuma grafiki.

Atbilde. Funkciju vértibas punktos
y(1.86) = 11.26689
y’ (2.68) 38.13695
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